Dynamic stability of a thin spherical shell under random loading by Kozak, Philip Edward
Lehigh University
Lehigh Preserve
Theses and Dissertations
1968
Dynamic stability of a thin spherical shell under
random loading
Philip Edward Kozak
Lehigh University
Follow this and additional works at: https://preserve.lehigh.edu/etd
Part of the Applied Mathematics Commons
This Thesis is brought to you for free and open access by Lehigh Preserve. It has been accepted for inclusion in Theses and Dissertations by an
authorized administrator of Lehigh Preserve. For more information, please contact preserve@lehigh.edu.
Recommended Citation
Kozak, Philip Edward, "Dynamic stability of a thin spherical shell under random loading" (1968). Theses and Dissertations. 3661.
https://preserve.lehigh.edu/etd/3661
,. 
· .... 
..... 
·•,. 
"":;.' 
' 
:.1,/i 
t, 'l 
•,',q,.,) 
~r-·· ;·_, ... 
I 
•\ 
! 
-.· 
-- - --
-·-----···•"·- ·-
..,,,, 
'' 
-r·-, .. - --·--·' 
' 
. 
•" 
DYNAMIC :STABILITY 
. -
....... ~,..,_---.,__..._,:-~-·--·--·-
.,,, --,.'~-·····-~---··~---
. . 
~-
• t 
OF .. A THIN · SPHERI~AL 
UNDER. RANDOM LOAD:t'NG 
,' 
' \ ,. 
' ............ ___ ,_ 
SHELL 
' ----;:._·.;::...-:..::..:·.::--.::.:.:.'..:.:=.:..::.:;:.::;_ ___ ._·_·-: •.• • -· -. --~--· __ ·_·_:--=....:~ :·..::.:::.-:~- =-.:... ____________ ----- i . .  -- · - . ----- ----------- ., .. ;·- ---···· -- -- .. - -_ .. · ..•...... --···· ______ ,, __ _ 'r-- - - - ----- -·-_-. - . -- !.:.··; . .- .- ~ .. -------- --- ---·__:_:::==:::::===:~.::.-_:_ _______ ,--~:- - · ·-.., 
,p 
'. • ----·---------- ---~· ·-----,---------··· ·-------- ----- .., __ .. -·----.---- by 
,., 
.... -._ .. , 
~---~-~-~--:--·-·---~-----~~-----~~-~-~~~---~~-~--~--- ..... · ~~- - ... 
,, 
. ,. 
t.... 
., 
_, 
... 
A ·Thesis 
' 
•j 
,jw,' 
Prese·nted to the Graduate 
) 
Conunittee ... ,op···---#·---
of 
_Lehi·g~ University-
... 
' • Candidacy for the Degree of· ------- in 
" 
/ 
·- Master of Science 
-
• 
-··· --- in 
Applied Mechanics 
,.h. 
I .J''' 
''· 
., 
1 
(' 
'. ,:,~, .. 
:., 
.. 
.I 
-----~..'. - -----
! ' 
.·.~· U.n·iversi ty L. 
,I 1968 .. . ( ' 
\ ' 
( . 
, I 
' 
,. 
. i ' ' I ' 
··, 
. I,.~ 
. , 
' ,',(,!j1".J',-;"'!~, I; , 
--- - ~r,·---_, •"-•' ·-
1,;' 
""i";' :•.-·.,···--·-. .· :.-~----·.--,-·--·· .. :.: ____ . . - ,.~, -:--. ··~" 
- l·' •. i 
. ' 
' \ 
I 
""':··:·: ,_ '::, 0 '""'." ..... '~-·;••:P'<;·: ';";"''~-• ''" ,_., ·-r:'. .... \.,, '·_- ... --~---.-~,---" ..... 
t _. 
\ 
' 
I' 
_·-'-- -- -.- . . · ______ ·-. -· ~ 
\ 
\. 
( 
• 
'\. 
i 
i 
. 
I 
' 
, i 
i 
! 
1 
I j 
! 
I' 
I 
I 
: 
i 
I 
! 
i 
•' 
I 
''"''"'}<6,.-· 
.. 
. -, 
,·. 
,.,,.,._,. 
r· 
• 
·,. 
. •. 
. ..;,·, 
I 
.. ~ .. 
.L' 
.......... , 
' 
.. ' ....... ~ . .;.., 
··~---: ..... ·~ 
, .. 
,~, .... 
-.----
''"'\...( 
' . ,ot 
.... 
,J 
• 
'' 
) 
.. 1: r'!e~----
). .• \ 
_:_5 .... ---...... ~L: ... · 
. . ' 
, . 
.: .... ,J:.' . ..i .. , ..... ,. ' "' , .. ,,'';'"'"I'·"·' ... , ... : ............. : .. """ .. ,,,.,,., t ·::"' .... , .. , .. , .. ,,., .... I .. 1111•,\•1• .. ,. .. ,.,1 .. , .... ,11,,1, {Ji} 
\/
( ' •t "' • .. ..... ,, •. 
'I ' ,0, . Ir.. 
L1 rr ·-·J 
./~ ~ .. ,; ' 
'•\ 
-~-. 
, . 
·,. 
.• !- ,_ ~--- ~ .... , ,- ......,. -~..-.- --·~ •.. 
l 
I. 
. . ' 
\ 
' 
'• 
,, ....... . 
~ .._....,p .... 
.. 
/• 
.... 
\ 
. .. 
,.; 
\ 
,.;, I 
" 
•• 
.• 
,. 
• _..'t ' 
·, 
I,,• 
.,...,-...... 
.. 
. :, " "~··'-· 
• • I 4i 
\ I ;•.~-. ..1 
' -~,< .. -A \"' p 
··~·-/. 
\ .. 
. •· 
. ,i\, .. , .• , .• l I • • ·~ :... ... -·.r. 
. ---
T'h il S, thesis is·· a·ccep'ted and aproved ifl p-a_rti.al fll' lfl 11.ment. 
tt1e ,--~qu· i rements for the d~g.ree ··of ·~Maste·r of· S.c !/ence. i~~ 
,· i' .. ·_ ... 
~. t 
I 
...... -.•. 1 
r:--.. ' 
I 
: ' 
·> l,r 
' ......... 
'·~ 
.,·•·(.,, 
,l. 
'' 
' \ ,,, 
., 
........ ., - .,. .. ~ 
r 
\, 
---~- ·.-t·; 
,•,":'.·-.. .:-
' 
:--:-: 
----------------------~------------·-~--------
..... -- ... ·- -·· .. :J: ... ' ... . 
·---·---'-------'--~'';:''~--_· ~-----'-'-'-----~=-; --.,---'7"'~ ----------- L
~.' / 
. ' 
.. ----
\ 
., 
.... 
- -- -------~- _ ___. ___ .. -----------------
__________ .. ____ " __ ,_. 
\ ......... -. 
.__/' 
' . ,;, ........ 4;.sam.a.c;m...~.,;mJC'Qt'-c..--,,..,.__. ...... ,---,•--===~===-r,....,=•'llo;.,,,, __ =•A-o~==--~•m-•--='"l;"'"""'~-=--o---.=----'------~•"'4>,"" _____ ...,_~~~~~ ... ,-----'""--~.,_=,...._·~--~IIP~,... 
J 
., .. · ..... 
, 
' 
-raate ). ----------. . -'-i·-'--'-~· 
' 
.,•·-
·~-
.. f . 
1,·" 
, , 
' :-
,,;..,,., '-1.,;. i 
Q !, 'I- (Professor • ,n Ch~rge) 
y-··~ - --·----··----- --------· .. -- ~---
--~ -- '--·-· .·- .. 
·, 
···--·---- ·------ ---
--··· -. 
. .g . . 
.• 
.. 
~ ; 
11.:..;,-.c.~-.......... ..an~, 
'" 
~----•<---.......; --- - ·~·"·-------·---- . _______ __.__,,,:'~------· ---· ~. ---·--· ----- -·----. ' ·-
. / / _______:_______~~~ld: ~::t y 1 ~· I :-•~-· --- ._... --c __ ...,...,...,.....,.~. . '" 
, .. 
·, 
i 
J. , 
. , 
1 
' 
" 
. : 
;·•,-<A--·-...-•· 
... 
,--
I, 
• I / 
I . ' .~. 
. -
•i, 
..... 
. I 
-- .:.. .,_,y. 
.:· . 
.. 
. ,.~ 
.·_--- -.--~.-.-_:~ -~' -~.· :. ·. ~ ~~ .. -
-· _...:._ ___ .,.. --,-  
• • ,, .•• 1. 
:_ __ .--- • ..:1'"~_. ...... · •i-- - . - ,-. 
---\ 
., .. 
--,· 
~. 
,, ' 
~ ... 
. ' 
. , 
!. - ---- --J-.. 
" .. 
,;..,,1, 
., 
T 
., 
•. 
' '· 
.. ' . . ' . . 
_____ ..__ __ _ 
.. 
• 
.. 
v·-· 
., 
_._ __ 
• 
~· .. 
/ 
,· 
. . 
• ,...... ...... ~- ,L........ • 
.. 
-..... ,, .. _ 
,, 
..... --. 
.) . ,, 
~---·- !~ 
. .,:-
.. 
... , .. 
,· 
•. ~ 
.• ' 
"· ~ . ~-
I 
., . J 
~ \ : • I 
,• 
.. 
.:,7---' ·' 
'. 
,1•· 
.,, 
... 
,.,!" 
··'· 
, . 
• ·-I 
l 
' 
. -·· -:--·-----~ -
' 
·-·.;.....,t . 
J .,,., 
. . 
,· 
··-.,.;;.· 
_..w .. • __ __ 
,· 
••• I '., ·:•,· 
. '. .. .,. 
•: ...}> 
/ (Head of .Departmen-t) 
" 
'!": 
,, 
I 
..r 
'• 
.'. 
·<, 
,. 
..... >-- ··...: 
·--'., 
., ... 
,J 
•• 
... 
....:.: 1~ •••• ··--~. -- -
- - .:-- ,-f.'· 
..... j 
. \. 
·~'' 
";" - - ' 
....--- . ·----·---___....-.. ------ - '--"--
. ' 
.. 
•, 
----+ 
' \,'• 
, l ' 
-- - ..:.- -~-- -· ... 
1 
-..... ,'". 
• > ', 
' . 
.. 
I 
• .;t;. 
·. ~ 
....... 
. ' 
,.! 
• 
.:.;.· 
.;.,. 
., .. 
- ' 
.. ·. 
-. --.- -·T- -~. ---v·:;·-
.. :·.·.·,.; 
., 
• I· 
: .... :. 
. ' 
., 
.. .. 
-· 
.-;;--.' 
·~-
- ...... 
...... 
. ' . 
• I .. '• , : '<I,_,.,,•••_.._ 
• 
-_. ~--·-·.··=-·-.,.:__-
---";::::'.!:" -~- -.-- ·, -~- .---.• ·:-.,. • .. 
-
... ,.", 
--.-
· .. ..:l.-------· -· . 
. . 
... 
,·. 
"•-:"-t---""- --.'~'~:.~-- ---,-~···i'"'...-- •. . . ·•--·7'- -~·--;, ....... .. 
,•, .. ·> "' to": 
.. ··~·"---..--- ........ - --~-- .--•·--,--------- .,( .. ~··· _·· ,-~f:':' 
. \ - ' 
,·, i. 
·-...... 
I 
I 
)· 
' i 
( 
1 
1 ) 
' 
1,,t. 
!-.? 
' ,.. 
:i 
'' i 
',) 
' ! 
l 
r 
l 
l 
j 
! 
! 
. I 
' : I 
'. [ 
. l 
: 1 
' l ll 
; l 
:j 
n ) l 
I 
I 
I 
i 
.... ,j l 
: 
.. ,.,. . 
-';'--~------.... -· 
"' 
·~. 
... 
, , 
"\/"----, ",. 1\ i' 
,·~.1.· 
,· 
· .. _. . -· 
'l~ ... , .. 
..•. fl ... '""-- a .... ,., •... 
-- .. .J~ .. 
-. i 
,,·,. ... .'I 
, ...... ' ~' 
· .. ~ 
I I, .. 
I 
'. 
·,' 
·. 
·• 
····. 
,. 
, 
, 
,.. 
.( .. ' 
. .. ,.,... . ~ -;. , .. ' - ,. r-,-- •. , 
.•.• .I._ - .'. 
''(,. 
,,. 
..... ,.,.,' 
.. ,- .. ""I'..: - • -r ._./' "' .. : .-., . \ 
~--.. ; .,. 
.• ,,-4· 
~-
···.d 
/ 
'• 
' .,. I 
' 
\ r. 
'. / 
> 'i.:~ .. / ' . 
,.i 
' 
.. 
.. 
.. 1:...~·-·· •'• 
.... ~ ...... ,,.Jit 
"' 
,1 -~ ?.. . 
·-
... :/·' 
,. 
,.' ~ 
' 1 
.I 
'·, .. ,. .. • •d.' 
,\, t i ~ .... ~ ACKNOWLEDGEMEN~T S: ,. 
• I I . l 
-. 
,., 
,. _ ,. 
•--
- -·- - . --. _.__ 
• 
• 
" . . . 
J ,- / 
,' 
I 
. ' 
' 
4f'' 
----; 
c.tennox The a·uthor wishes to -thahk Dr·7· William-· 
:.:.=====~=-=========::::====··::::;'-·~--=-====:::::=::=..::":"-=---:.:...-:=::....:=:::::.:.:=~~...:.:;.:.::.._ ___ ____;_--;---_;;;_-----=--:'.:::. __ -__ ;;:...._ .. :._=tr._: ___ ;---:-..:.:.. -·---=------..---.::.-•_· --~''·.--:--------. . . .. -----=...:===:.: 
··-··---__.. 
encour~-
. ~. ~; ... ~,., 
.. 
JI!.'" ·- .... 
.. ·, 
.. 
/1 
I I 
J ~~o ·suggested the pro,blem, for h·j.st iri 1struction, 
------.------··---· i ----~~-~~-"'C'----------------
'------ --- - ------
. 
.. ~, 
-· .. 
I 
l 
---~-----·--·---- -T•- ; - .. -·--------
--· --·----- ----
-, 
..... . 
'. 
.... -
· ... '' 
) 
•' 
_, __ _ 
.. 
~, -
., ; 
·-
' . 
-.. 
~· 
- i":' 
·.,-. ------..--
... 
... \ 
-.: 
:.·· 
............. 
.... 
/ 
_ ..... 
·! 
·1 
ag.ement· and assistance at"critic·a1 
Th.e he.lpful· -comments 
l 
of Pro_fessor F •• p 111 
.. Beer and 
P.ersbna1·I comrriunica tion 
apprec-ia:t-ed. 
Financial support: 
Education Act Fellowsh~p-
- .. 
. \. 
__,. 
...... 
. ' 
'• 
. • 
. -'. ~ . 
: 
... ,. 
I. 
t: 
t 
·> ),· 
\ 
\ 
" 
'> 
·-' 
. . 
• 
. '.· 
\ 
\ 
:,; ,, . 
.-~----··---::--~ ··-.::··--'--:-~:-:::r.:---:::·,---, ~--
~- ---i, ----- -·- ' ' '•-, 
...;· 
I i\ 
.\ . ~I 
J 
,, ..... '',t 
. I '1 
-, 
• 
.. 
\ 
\i 
\ 
\ 
\ 
.... ,·' ... 
',! 
:,.., 
"i . 
1 ·I• 
' ·-
-. 
. ' 
r· 
-i,,' 
! 
" 
• 
I· 
. ' 
,_ 
..... :' -
, . 
' ' 
. ' . 
I 
,, 
,,, ; •' .. 
als-o - . - ·-- -,a-gre~a-f l y apprec;ia~~.?-~ 
• 
.', 
Mr . .__ Kennet:h .Hoffman I 1S also 
". 
.:.. >--
•• 
/- .-
by a N-at'ional 
,c 
Def·ensa 
I 
1_$ g~ate.fully _.ack_nowled.ged. 
.· -·- --- - ------- ----- ---~- ·----,····-~--·-~-- - -- """ ·----·,·· - ··--- --· 
.. 
., 
- ~- .... rlr:::::= 
.\-
'• .· 
., ... 
_- I , 
I 
1-\· 
·-··-··.;.. 
.. 
·,,. 
,,. 
~-
" 
'' . 
-
' ' 
·• 
\ 
\• 
- .:-.-~-
i. 
:;· ·", 
... 
: ... 
·, 
., .... ,, 
,. 
~: 
./ 
,,; .. 
! '. • "'_. ' .. ', ' . 
···· .. --~~~-
• 
." 
,• . 
. 1 · .. •, :" ., 
____ .. ' 
. _,..~,,. ... _.,. ~:~~.· :} .. ~., .. ,i_ 
-· 
.. 
.. 
. '} 
, .. 
' , 
,. 
__ j 
._, 
\,, 
,I 
,. 
\···~.~· .. :_ ·· .. 
-.· I 
-.. 
,I,,', 
... 
,"'..,."\ 
.,. . ., .. 
.. 
•,. •'• I 
~··· .. 
,· , 
... 
\ . 
-·:.·- .1~ 
~, ...... 
, I .• : .. -------- ________ :__ ______ ----. ·.-- .. _ - ·.--------._" _____ -------- .•. -- .• _ . 
•---·----M-,_'"--••-,'"• .•-,.;;.-:-•-• -• 
I 
_;,, 
.,,.:,,,.(, 
... 
-·'- - ...... 
-. 
•• 
'· 
·., 
• .. 1,1, 
.... ·:,;-
.. 
,l 
~-,~ ,,,,·· 
·,, 
.. 
,: 
I 
I 
, 
1·, 
,, 
·-·---------...... r
.. 
I 
I 
·! 
I 
.-
·" 
'• 
-'-- ..::·~-
.. 
!-'. . 
l 
l-( 
~' 
-----~ 
,-.-c-~ . ··-· 
,. 
- t 
' ,· 
' 
-.. l'' 
.,. --
I. \, 
...,, 
----~-. . .... 
I 
"\ l. 
\ 
,. 
·,· 
\ 
... 
,...-"-· 
.; 
,/ 
,· 
,\ 
.. 
I' 
> I 
... 
-~ •l 
. - ' ..... -
-, 
I 
( 
........ ,. .,.~. --
! 
-·-· 
-
I 
.;,·~'· 
/ 
J ;I 
. ' 
I, 
) 
' I \ 
• 
" 
., 
' /. .. 
I\ 
. ' 
..... ~ •• t .. ~·····-· ,_, __ ,,... 
.. 
.. 
; 
.~ , , , I,• 
, .. , ........ . 
... . 
~".·' 
· . 
... ,. .. ~ 
~-
' 
' '·- , .. 
,, 
.. 
:, 
···-~·--····· ___ ,,...· ... ~,-~.-p.t 
.-- ... ··-·· 
I -
.• "I' - ... 
·\' >''"' 
' ~------ . 
.,-,--~· 
.. 
...... 
I • 
' ..,. -
..,...1 
~ 
.·-·: 
. ; 
·, 
·~ 
~i 
1 
;.~ 
: I ' . 1· . 
], 
.,· 
- " - ---
........ , ..... , 
! 
... . _.,.. 
.. 
-- .. l 
___ _,___ffLi_.&;a - -e· ···-·-·P· -a· ·<J·e·· · -· ·- · __ -·----··· · -
._· -·~x-.-'"\;.-· - --- - - ---, .--. • • 
, I • 
·-TABLE OF 
,• 
. " 
,eer t if.ic ate--:· o.f . --~ppr:qy aL~~-· 
. - ~ . . 
. 
Acknowledgements •• • • • • • • • 
'0. 
..,.....,.--.,,---
·, 
- - .. . . : . _ ... \ 
.-CONTENT Sr/ 
I 
I 
-·It- ~ 
.1 
,.(I 
,I . 
'· --.I 
···-· ,. 
r .. 
. ' 
{ 
.. 
,.(., 
' ...... , 
,;., ... " .. 
-- i - -· - " ~ ~-'\- .... - •• , 
, __ ,_____ _ 
I'age 
I' 
• 
.:'.-.. -. -r-~., 
.. 
·~-.. 
-.... 
I i 
.,\ 
·==1--~-· ·-=·. ·=~-'-'---='---'--'--~-==:==·~~---- .. ·-· 
• • 
.... 
--~·•·-•...'..e--:•-·•-·•--•·--4·---4·--- -· -•. •-•---•.._ ... __. ... __ . __. • 1-~-- ... 
• • • • 
. . J .. 
'. \ 
• • • • ••• • • • • 
.. 
• • • 
• • • .... • • • • 111 
( 
• / , ... 1 .. , 
':Dable -of ·contents .~ . 1V • • • • • • • • • • • • • • ••• • • • • • • • 
. "' . • • • • 
•• 
) .. List of • • • ••• • • • • • • • . . ' . • • • • • • • • • • • • • • • • • 
·p._' 
" 
-Nomenclature • • • . ~ .... • • • • • • •· .... • •• • • • •........ ~ .... 
~· 
•• 
' 
'·. Abstract ................. ,............................... . 
" 
. . . . . . . ..  . .•. ... .. •: . .... .... . . - . I. Introduction . .. ~ , ........ . 
\ . 
,. 
' ·• 1tL)'l'.•\~,l 
II. Thin. Sh.ell .. Anal-ysis ...... •... ·•······ . .. .. .. ...... • . -.· ..... ~.· .·--··· .- . 
;III. ·Reduction of the Governi.ng Equati·on • ••••••• 
·- ---- - ·--- - ,-
- '.i • 
V 
-
•• V 1.,.: ..... r .... .. ~ 
1· 
·.3: .:,· 
·-5 
·· .... 
------ ';i --------,----·-
,/ 
·/ 
. \ 
r 
_J 
-----,···--.....-,·--"-~~-~-----·---- ~ ~- _.- - -~-------·· -·-----L ••• ~~-... ~--.,__..' -··'""'------~- . -···~ ----- -- ----:...-- ·~-~-· ·.,• .. _.,;:._ .---=···=·--=·~~,----~-~__,....---:.--.,--,==~===-=-====-=-=-=-=====-.,...;• 
-~-,- ,-, . 
\ . 
f 
·' 
, ... , ... , ..... , ... , 
', 
·-
.. __ ..... _,_ 
• .. 
•· 
., 
'• . 
.. , 
. I 
IV. Stochastic 
, e,.,.-... .,.. 
• 
Discussion 
VI·. Figures •• • 
'"a, 
. T 
... 
.Analysis • • • • • • ••••••••.•• , •• \9 ...... . 
. 
. ., .~ 
I 
of· Resu,lts. ·and -conclusions: 
-~ 
••• • ••• • .. • ... • ••• 
• 
. 
... ... . . • • • •• • • • • 
.. 
• • • • • 
• • • • •• 
.. 
.·' 
19 
3.0 
33 .. 
\ 
·-vr I • .. "':..: Appendix_ ...... -............... ·-............... . 
V:tl I. 
Vita 
-, --..:.._ 
~-' 
'. 
---.f. 
.. 
' 
. 
\ 
'\ 
·-- __ .,__.j.1 { ··••r•••• •••"•-( 
'~--
,if 
-~ 
V 
,}· 
•. 
'i 
j ,r 
I -· 
... ,..,. .. 
.. ', 
.. 
;,~ 
•. J 
/.Bibl··iography · 
• 
' ' 
• • . . .. . .. . :•. ·,,; .. • 
:~. 
.- ' 
/ 
/ 
~ .. 
.... 
,- .. 
. • 
'. 
-~· 
,·"ti• 
•--c.... ... (_ · .. ' 
. . ~. 
"f. '·- -··· ...... 
,·.',b., .. 
.rt·•·• 
• "l • - -·••• •., • • -·•n>''• • • •, • 
:, 
--·'t I 
.---..---..=,--::-
~ ,.,~, f 
I• 
. , 
·,' 
j 
I_·,:.• , .• 
' . 
• "-·- . 
. ' 
,. ,, 
•••• 
C 
·- .. 
. 
• ••• • 
•• ••• •• .• 
/ 
. ' 
. . ~ 
• ' .. , . 
-·-· ," 
. -/·'• -·r.- /. 
-~ 
·, 
...... 
'.1'· 
'! 
~.t!J 
·' 
• • 
.... 
,;· 
..... ,. ·• . 
. ........... -• ; .. 
,-.. 
'\ 
\ 
\, 
\ 
·;_/'· Ji \: 
' .. 
• • • • 
• • • • •• 
. -
. , 
I 
. . 
---~-
' f.. r 
. \ 
.\ '. 
,. 
·' ,, 
·, ..... ~ .. t"'· ·::·-·-··"".''-' ... -:-· ....... ~. ··---~- .. .,, .. .;., ...... " .,. ..~:~ .r7'~a:··.:...._ ·;;r ... : .. ~ ... : --:-~-- .... '••Y-,0- -·"•,•••••• ,-~ 
. "
...... , 
..... 
' /· 
• I 
...... 
' . 
::... . 
(' 
. / 
L: -
.,, 
' .. 
!, 
,, . li ,, 
j 
,,,,: 
··\ 
",\. 
.. " I 
,, ' 
-~~ ..... ·.· "\l.Y, ·-.· 
\.: '' \ ,;' 
! . ·- -· 
t· 
/' ... ,.,. 
. ' 
','',,.; . 
,, 
•·. 
? 
• • 
r_··-
·, . 
• 
• 
-·.-t•·-·· 
.. 
,, 
·-,; 
.... 
• 
• 
''( . 
.  
.I, 
·4-C)· 
';-i. 
42 
' ' .. ' 
• ...... ' ... ""'r_ ·-···· ', 
r ·-~ 
/ 
• 
.. -. 
·, ,, 
.. 
'{',: I . . . ~J 
---· ·~----------:. ' ~--_ ....... :·· .. . . . ' - '~ ........ ·_. - ' 
·-·-· .... ~·-: 
·- ........ \,...'. ·- ·····--· ___ , .. -·- ---
,. I . . ,. .. . . 
' .. \;.'.. 
" 
. .... 
...: ....... 
i{ 
•. 
. ' 
'l" 
.. 
. , 
I 
., 
"\\· ,' 
,'. ( , ... 
.:----. 
.r 
,. 
I 
' 
·- ' 
I 
~-------
. .. 
~. 
·-· -a '.' -~- .. ·----... -··-~··-· ..... 
. l 
l 
I 
. . 
I' .. ,, / 
,I 
( 
,. 
; 
,..,; . :~ \: 
' 
/ (, ..... 
.. ,.._. 
.. , .. ~:: ... ,;······ ,,, .. , 
'• ., ·•. ,·· , .. ,~··' 
. , .. ~. 
. ! 
I 
l . 
1· 
. ' 
/&•;H••• 
.,, 
'.\_ -....., __ 
-..-.·-------~~---,14, , 
~ 
• ·a f •• f 
... t· _, __ .,_ 
'.I· . ,.' 
~ I I • 
... ·1 , 
.c' 
\ 
• 
·····-J 
I,' 
.. ,.,~j~·~.,,_ 
LIST 
. t~- .. 
' . 
'J .. ' 
.\ 
·)). __; 
'·\ 
I 
. \ 
I• 
·• 
... 
OF" .F''IGURB& 
'"1, 
!to•, ' 
\ 
I'"',. 
Q 
, . •,, . .;,_ 
'.•'· 
,· 
,, .... 
.... ~·· ,,.,-- l', 
I /''1,1, 
.--:-... ,•!.':.":· 
., 
'••·•,-· ~· ,...,,...~'u-~•,_~--~:•·<,·~i ....... ,1-•. ~,~-~._ ~...-.- • • • -,.,,.,.. 
. ., 
• .•. _. ... •·,, ···<,. .. " 
' . --- ...... 
,• , 
,. ~~.:·;·,·r::': 
. I 
.,.__J, .... .,.. ....... ~-~ •• ,._ ...• ~~ .. ...:, 
No1• 
,:i, ~· I .,.;,, 1< -,..-.--···-----~••••; ....... , .......... , .. 
-· • .. , '· 
) 
. .. \\ . ...... 
r .' 
I 
. .'l 
I 
/ 
'· 
•. ,i._. 
, . 
---'----~------·-- -----~--- ------
. ,. 
! 
. . 
i •••• 
l I 
( 
.. 
. ' 
. ·':"f''' ... -. 
.. 
-~-
, ... _ .... -
'1-: -~--~··. · .....· ... · .. -· ··y-, 
'/ 
! 
1 
·, 
I 
. ' 
' 
.'• 
,· 
.... 
·: 
·, . 
--- - ------ . ------ --·-
•. 'n 
__ ... _._ .. __ ........ 
" ~- --~-------a...:,.---........... -----
. ...· . .- ·. "'~ 
' -,' 
.:..,.J . 
' } 
" ' 
., 
1.: 
. .,. 
·' 
I . y' .. ..:..!. ··-
1 . 
1 
). 
I 
'I 
I 
I 
--, 
-·-~. J 
" 
.. ··------···--- --·.---y· 
. . . 
. ...... l .. A ... 
. . . 
lB 
·2. 
·3 
I' \ 
.. •·; 
·. \ 
.• 
,.J.~·--·1 
~Un.'lf9rJnly_:-ni·st·ri-b~ted :Loading--~~--. 
i'-' .. ,• '\:, 
·1 
"·, 
,.: 
......... 
.-~ .... 
.. ·~. 
.................. 
Spheric.al ... Coordi'na:te Sys.t.em----·~~:~~. 
.. ".', •. ~,.,.,..!, "•'•""""':,,~•·"·"'r•·;•·•" • ._,_ •• ..._ 
• • • • • • • • 
• 
Continuous 
... 
·Random~ 
• tfJI 
Processes ••••••••••••••• 
•\. 
.----~. ;. Spectral Density vers_us Mode Shape <-x >. .... -., 
.... _..:. .: ...... ,. .... ·. 
I 
I 
.,, __ _ 
.r ... -:t..· 
... 
·':'. 
-:r 
.. _._.......,_... ___ _ 
····. 
--~---- -;-
I 
I 
• I 
·"-- - -~ ---- .........---
.{ 
:, 
. . 
·-
----- ------i.--- ----~ •. 
·C,.-- - ·- -- -..-
f. 
• 
.' 
·' 
-- l •• 
• - .• , ..... - • -~ i...'" 
- ,( ' 
----··· -- j· _"!'. 
I 
.. ' 
.... ·----~·····.~· 
1 
-, . 
.-
-·--·~/·/ ,( 
\<", 
·--s.-... ~ 
'-,. 
. . 
.,· 
------,. ---:--; 
···-
•: 
-· 
·--·~-. -· ... ·- - --
' . 
"'·-·--1 r., 
.... 
. ..I' 
...... . ~ 
"":("'--
-----~-"--! -, --t -,---· 
I 
-~---
____ .."'-.:.·:.:":.:":::":::-:.:··:.:·;;";; .. _....--
_._ .. .:.. 
/. 't 
.; 
. . . 
----- --.-- ·r . ,· ·-~~-------... - .. -. ·--·. . .... ... . --·. - .. ~.· 
'->.· 
I ·. 
"/ 
' . 
·, 
.. ,: . 
' 
·• .. -
:.;.,, 
I . 
·--·-- -· -
... -.... :· 
I· 
.. 
.- ... ; 
, 
I 
I 
·' 
.·;., 
; .I 
. :...._,:, 
.,., ,.,j 
.. 
.. 
' . .
.. 
-------· ._--· 
... 
,, 
·1· .. 
. ·~ ,:; ......... _ 
. . ' 
. . ; . . 
~: 
-·-·-.··--- ----
'.'', . 
1· If,, __ . 
·~··· 
. ' 
\ 
~. '.:\ 
.. · 
.. 
. . . .. ,· 1\, ' • 
---------- ·~-- >- --. 
·· ... , ... 
•. 
... 
;,....-.r 
.. 
•• 
A i 
~· 
. 
.. 
,·:,;,_ 
P-age 
,, d. 
.... ,,.: 
:----..?·'.~\'!--
.• --
I· I' 
"· t 
. "; 
_::-.--~---
.' .... 
.. 
34 
39 
/'.- .. 
\· 
., .. _ 
.~· 
',_ 
.- - .:" 
. -~ ·.·· 
.\ 
., 
• 
,' · .
• 
' \...-· . 
-- ~ 
'• ., .. 
:. ~ ·-;..; 
. ,·~. 
.... 
__.... ..... 
:·,· 
·-
.. 
' .... 
. ,..,;~ ., ... "( 
' 
'I 
,j • 
I, 
•• 
/ 
,..-"',,,> 
- - ---J 
I 
' 
( ./ 
~ ........... •i.L.·-···"'' { 
..... ·"!'_ .. 
---~7--. 
,"•J~oa-.. ,~.., 
l •6 J. • • .A' .. ,': ! 
. ... . , ... . .... -·--· ·-·· ·-- -~i-~~.:- -·-_ ... r; ......... '.,.·-z-r:-::- ·,-~-r·-,· :> ....... -·-··--"'•.~-:-- -:- ', \ 
' . ·'.-\-
... 
.
~; •...•• ·. ;_,,_~j • .,..,.. ..• '. ~-..::..:._ •. ~-·-- ...... ~..:.~ .... ..:..~.,..~ ......... 
. I~ .... ,\,,·, o. 
("", ...... -: ..• 
I 
' . 
. ,., 
I 
.,I 
,\ 
,· 
'. 
·; 
., 
'/ 
'I 
.. 
r.~ 
( ., 
'. 
.. 
.....• ...,....._,----
... 
/ 
\ 
, . .-, · ...... . J•'>. 'J'. 
-·.··.····v,·····"· .... ,.., 
.' . ' . •,i"t 
. ·: ....... .._', . . . ' 
.• 
• I 
...... ,•'-
-.--- .. '• 
··1.' 
l-·: 
· ,,.· \' 
.  
\ 
I>· : 
I. 
\ 
..::,.. 
··-·· ' .. '. _ .. 
-----~ ·t--·--.'. .... 
. ' ,,, 
r 
. --·-·--- .. ·.,~ ----·------· -~ 
' •-'•' .. 
... ,. . r\ 
•"l ,, 
..... , ~--
·, 
) 
"i It 
-·-·-r ··c 
.:-.:i-.. .• 
\ 
.. 
• I 
I 
,:1 
., 
i , 
I 
·I ,. 
; -·· . ·.· -
,~ .. ', 
... 
' 
. 
& I 
• /•, I • 
~'\. r • ' 
'f 
l '.,..), 
I .. , , ,. 
. . ·, 
I , .-'t . 
~. ' 
~ . 
f, ,) ... 
' ' 
I 
.d· 
.. , ... "'"' 
'r~·;' a~rel 
.. 
\ 
• 
., 
····· 
. ..: ....................... ---~ ,.- n, ..... ""'T"'W<..-C-.-:.~-, .. ,. ..... ,......- •••• +.~· ... - ..._,._ -... .-;- __ .:,,_ 
-- ...... ..:.r..- -··---·· ·-··-... -···. 
a, I ' ' \ ' • i. . . .. .. 
, ~ 1 • , ,;,,...,n-,·1· · '. ;·· • r · 
.... ·,· 
... 
J 
Var·~ables , 
. '. 
_._.A\ .. . -~ ·, • 
-- --- ·0' , .... .. J· . -~. ·---. ,•. "' 
••• :. ~ ••. , .. ..: ••• t.: •• -,-· •.•• 
. - - . ---- _,,__ .. 
' ~-: ( 
, 
I / ...... . 
-' 
, ' 
" . 
. \ 
. - ·I-- -- \ 
.... 
...... 
. I ... 
j . . ' i . 
r , • ..--
•, 1· 
I 
. I'·, 
... 
. I 
NOMeNd-~AT.URE, ! 
!., 4 -~ 
• 
• I • ), ~ .... ~, • 
Fokker--P.l_anck. ·ca.ef·f i·c-ient·s 
-- - -
.... 
I 
_if~ . __ Rot:~i~~~~:~~~~-~ •:,-~;-
Bending Sheqr· St-~ain 
. ' 
------·-u•-0..1._., __ _ 
, 
·r 
I . 
.. 
) 
'! 
/. 
......... 
Ecp, E.~· 
) 
\ '6 er 
,l . 
.I 
• 
... . ,.,. 
' 
. ' 
\ ', -.. .I • • • Ext¢ns.ional Strain 
She~r- strain· .... 
Transv·erse Shea-r -·Stra-in 
Bending S.ttairi---· _ _, __ ... 
. . .. . . ~-·. ' ( E·i_genyal u.es 
. 
-Momen-t. Resul-tants 
l 
··: 
.. 
Memb~ane 
.. ,:-'-
Stress Resultants 
' •. (11; 
' I.••,. 
' .. ~ _,,-~-· ! 
.. 
;._ .. ' 
·. 
.,,,-... - ; .. 
. . 
...... ,.~-- \ ....... ,. 
" I 
• I 
• 
""'"~- " 
' . ~ ·.·, '' . 
r '. ~: 
' -
J ,r ..... -.- .. t 
• • I 
' 
-~· 
• • .• I 
' 
... :. : 
.JI..•. 
.. 
. - . -
_:._ ~·-- _- - ~~-- -- - - . -----~--· ... -· - ··-
• .,.. ..... '!"'···· 
I. 
..,. ' 
... -· 
; ;• "i· •. • ., ... l
. . 
l ·., 
_i 
·-.,:, >' 
... 
• 
' j }}· -·~ 
• .. t\ ·, ,• 
,.,. .. , 
--11·--
, .. ,.., ... ~.., 
··r ,, • __ l .. ' , .... . . .. I~ ·,t 
.. '' .. 
I 
.... , 
~ -~-£.·,- C -~---
. . 
, 
... 
' •,, 
.,,... 
'. 
~-----·.---... ,.. ......... -·-'····----- --------- .. -··- ·--------- -- SL· -\\'~ 
--~ . 
.,--,·-,____. ____ ._.,. __ .......,._=,-...., .. --...,,...,.,."',. _.,..,.- .. -~ ·- _...,,.._ -·--·- ~- ----~-....._. ..... ·- .-...- --,.---"'"'!'--r--=--•· _________ .4v_,._.,.. __ _,,,_. ... ;__~ _ _.,..........,".""_,..,...,_ _ _,_-
.. ·Auxfl-iary Functions • ' .. ' ~ . 
~--· ... ,>. 
-- ---
' ;-
··--··-'"-~_..:...,,.__ __ . 
' 
·(. 
't'(t)I O{t)>\(t) . , . Random Processes 
\. 
Transi.tional Probabil'i ty 
~-
·' 
Transv.erse Shear 
- -~---4----------------·-- ---- . ,,..... __ _ 
'-...,_ 
Resul,tant~;- _________________ --------.. 
.. 
' Correlation Function 
~-·--"--
---- - -- •• -- __ __.ll ___ .. 
~----------
s l <.,l) . 
·--! Spectr~l Density 
Time 
'·l 
I 
J 
.... 
-- -- - ----------
~ " ' 
-....---------,--1---. -. •--·-··- ·•·-· 
,-'1. 
' 
. . 
. ·r 
._ ... , \.. 
~----_;._.__;_----.--~~-;-a-ia-~--~~--n-i~J?-lacem~nf-.;... ~· 
, I - .1 
....:.::.:------........ ----------r....----:--~----,,--~;------~-·---··-··. 
I 
t 
; 
.,,/ 
I 
-P() • • Pr~babil-i_ty De~$ity ··Fµ-nction ~-- 'J. . .' ... t ·····'-!'., 
,,. 
. -- _- ·-· . --·- ·-·-···- . .--·-r= 
•• .. . .11 ... .,_' 
I 
/·,·.· 
. / 
•' F .• 
---- -~ --· ·; , ---- ·--~--- -
• --- --- I-···· - .. --· - ... 
- I 
. , . 
\• 
" - . ~. -----· . ---------- --·--·-·· 
' ... ~ ~ .. •·• 'y ,, • : •• - .;·' __ :_ _____ ff··· .. . 
\;,~!~P-~ ·:~ _---,-_·_-_______ .. _ . - >:=~---~-:- _-- ·-'.- --:·,.---. .,..... . -------· ----·-··--
. . - . 
'#-
"' 'i 
! 
/' 
r 
,, , 
.. ,. ·-·· ',,"l •• .. ~ 
.. 
., 
\ ;I 
. - .. · .... 
. \ .... 
.. ,. . 
. ' ' .. • . . ,I • : •• 
-~ $tc.tt.e .,.va-ri·able-s \ . I-
Ill, ,_.( 
r 
. . 
. .;,...- . ' . -J f} ... ' 
·' S.urface 
-.---
Loads 
. . -~ 
-· 
.• 
. i 
,.,._.. .. 
--·· 
.-
__ ·_ -:~~··/+·..;1r 
~ ,· . 
' 
. l 
·. i 
.. J 
~·--~; . • -1 ............ ; .. , , ....... I 
.. { '..i . ·-·F 
. _J ___ ·~· ,--- ' )! 
! 
', 
i 
I 7J a....·.·,--------1 --.--.- ····--·-··· -··,-··--·-~ ... ~----·-~·-··-·-~-~---·.·.:-, .• ___ ..... , ... , ·•4···-·-.. ~.--
.----. ··-- ·- - -··· __ .. ·-···-__ · ____ .-.··_ .·_· · ... · ..... ·.··· ·_ --~--· __ .. , ..• . . ' ... 
.- . . " ... ·'·~· .· ..... ' . '' .. ---=-~ .. ..,·-;,..;·~ ..... , .. ,__ -~::::.-c:•:.t- .. -.. --·_':._ _______ ~~-"l'"...!---·-·-.0:,r"!T . ..:.~ 
• c • ,.,,. ,. .-~ - ',, •"•·• '•:;_,.~/"' '1,-,•__cr·•• ••• ••••-'-t.ce;;·.-=·-----""-.,-.,-'!'1-' ., .. ~ ,I, - ! ~----~.. •' 't.· . l 
l· 
' 'I\ "r- -~ ;a, -, -.-· •• ,· -· • ~----.·· _;_'\._ -.- •• ~ .-,-~'---~-.::,:.·._ ••• _:.::.'._: .. -.·~·~·.·.~:_~ •• • ••. ~-·~.~ '~ .• -· ,.: ·.·---·' ... -~.-~ •• :;; •• : • .., •• :,. _: -· ·'· •• : •• , • ·,'._;;t}.·~"'\:;·_·.•;,· :__, ___ , ., .. :::::~~--.·;; .. ·~.-.. • 
:1, .. : .• ~~-"-·· . •.• .•..•• •. • .......... ; ... -~~: - • -- ·-. :-~ .. ,.:._ ... _.._ .... • - .,, ..... :·~-----_..:..·.-:-:;;:.·:· .... -· ..... - •• ~.: __ : ... ---:---·,.: .. ~ 
,. ' ff· ' _j. ·-~--·-· __ .......... ; ... ~ 
i 
! 
i ' ''": . 
.,.i· ·, 
,. ' j 
,.. ..... ·,"'·· 
. , • VJ. ' • j - ' ·:· . ~ 
' ., 
"";','" -, 
,., 
l' 
• ; ' • ~ ~ -t ..• _ , ... · 
" --.JI·· 
, I. 
. ··, /• . 
. .\ '.,·.' 
'--..: 
' , .. 
·. ~ 
'·1,: 
r.\ 
.. .. _ ... , 
,' 
r 
! 
~ 
' 
... .. ···- .. , ...... _, -· ......... _:_ .. :_,;, ... ,: .. .".,-~ ·- ·":-"~:-- ,~•- .. :...-.... ·-:--•··· ,.;-:--_..__. __ ~-·-~:,.'.~~-·-·--,-:--:---r --~-·----7~·•--. -__ · .. :_· -~-·:-:_;,_ .. _:._.._ ______ __.,: __ :~-:----·-·-----·-- -,-~--:···•--··--·•··-:-~-----·_·.:_····-;-:--·--- --~---·-· ·-. __ __:_~_-,--~·:··~·---·:-:-~-- ..,, --.---. ..... \' _1--~~·-: _______ -·····' ' .--· ---~-··--- ......... ---·---~--< .. ··--··-··· .. 
" ) ' . ' . 
. . 
·' . J 
·~· 
,.1' ' 
<· 
,·"·d·'·"' 
·l <' 
,, 
r$ -. 
• 
tr 
'\ ~. 
..... ~ 
• I:~ 
. ' 
' , .. 
. " 
·. -
•. 
- ·:, 
'. I 
r.''I"-·· - ·-·····- - ·-- -. '·- .... ,~ '-·-··- .... - '·, ~ .... -.--.-•. -----·.-·-----...~ 
:-
.. - ... 
-· 
.. 
' l . ~" 
.. 
' ' 
----------- ------------,----------- ·-;------, 
-····-·-. ___ " 
•: __ 
I· ,Constants 
'' 
{:· 
* \., 
. "';'\ I 
,,.,,,,,,, ' 
, I 
'(-.. ( 
: .r'"' 
'11., ' 
. ' 
•',.:, I • 
' -~~ 
~- .,. .... 
. _) 
·surf ace --Moments· 
. • . t ~ ' . 
/ 
,I 
' j, 
... 
- ------.-· _.., ___ ., 
' ......... . 
. .,, ..... , . :' 
•, 
,, t. 
. 
• • - •T. • ...,_,, - ..-•--· .,..,.. ..... -
,; 
;.:! " 
--·-,--~ ·~-. -~- __ ,... 
.. 
,• 
........... 
,· . 
',. 
. .. 
I\ "'I 
.. 
• • .. J 
.. 
l,, 
,I,. 
I t 
'' 
... ,. •. 
... - ., ,. __, ... --.. ···- ~ .... ··~- \' '· ... 
' '· 
~-- .. ·--:- .. -"'-.......... , ····"":''''-·,.- . -~ .... 
,I 
' ,, 
·-----
_.,__ ____ , __ . ____ . ________ .. ,------
' ·-; 
.. 
·,· I. 
'I 
r., ,' •. , 
.;·~····"r"l ~ 
··- .t - . 
\, 
•' 
------------~--- - -
-,- __________ ,.. ___ ---------·------·----,·~-----·---------- -·-· ----,-.- ----·----~----·- -----~---- ____ ,._ __ . ------ .,._ ........... __ _ ~~:_-.:..."<,_ __ _ 
-------~--
" 
--
! ' 
·'\,· 
' . 
-~ 
,•, 
,;• .. 
... 
'. "1.:. . 
•~ 
... ·.: 
.:. ... 
,-~~- --- ~------~----/---
.. ,, ~- . : ' 
.t·'t 
fl 
C, \.~, 
.; 
E. 
.. ,'!\',.,, .. , ...... . 
h 
~ ' 
k 
K 
' 
----J-----· ---- - ·----· ,. 
• j ·1, 
-l-- - --- ----~ -
if 
. - ;·· ·' 
Radius of Sphere (Middle Sur~ace) 
Dampiifg Factor 
,!...,,' 
' b_arnping F-actor .I\ 
~-. 
Extensional Rigidit-y 
.f.• 
Youngs Modulus 
Thickness Shell ;,..·. 
., 
,-
Curvature 
Flexural Rigidity 
I f a uni t·---sur ace .. --area 
.Poiss-on • s Ratio 
Natural· 
~ 
Frequency 
~It 
..1.v1as S dens~t.y 
------ - ...-- .. -... -'------ -
Shell 
:. 
' .. 
•. 
' -~ 
....... 
--
: ;,, 
' 
r 
' ' 
...i. - .. 
,•: 
··---
I 
' -- ----- ·----:,:---~-
-- - ~-- ---- "'"'"\ 
----~y--:--. ._....., __ ------ ------- - --- ------ -· -- -- ,r . • f \- ---·-·-··---..··- - ~- --r- .... -• ,· . 
i '' . 
' J 
~ ........ .. 
. ' . 
.... 
. -, 
-.. - . - ..... --.~ ,:· ... _··-,.,' 
_, 
' ·1 
._,J .. 
• .I 
' 'l ' 
-,---------,-J.-".------1---
' ' 
' ~ 
.. ,, 
- Jl -... • Damping 5 
-· 
Factor .. 
• .. 
· .. t 
P_ , 
·subscripts 
~-' 
.. 
'r .--..-
' ' 
•.-
·\ -
' ' J, 
-------4-,,..,, . ...-
. ' .. 
• 
J' ' ·"'~ ........ ..... ·, 
. .. {• • ., 
' 
" l 
' . / ... 
:' 
___ ._,_,, ~.,;;::-__ ,._.:.. ..;;:-.-:.:.:.~~---;;: --
( 
-
• 
-
-
' .. (' ·),)~-
-- . . ' .. '· -- . ' .. - -------- ,. 
)t) 
~--e ,, 
'' 
111 • 
·-----,------·· - - ,-... :,--'-----" \ . .. .,. .. , 
,f 
-----
'' ... 
-
-
.., 
/ " •,. l 
-- ,( -,-~·. ---·' '' ·- .. ,-
:- ·"·•..-,~··· ..... ..., --·····-·~·-··~~ ..... -..,;. - ..... 
. ' 
. -
,, I,.. 
f,, ,, 
'• .. 
"" 
.. 
••• •·' ,., ' I,•,•·•••,._ 
.~ I 
r. .... 
•.. 
I· •. \ 
. . ,_[ 
' r ' ~ . .,. 
.,1 ... ~ .... ____ ... • .... _ .. ; .. ,----·.---. -.-... -----." .-/-· ••• --: .. -·~- '.·:.•'"'·--"--·-·-··-·-·----.. ,.-·:", .-
. - .. \ 
1' . 
-·····- .. --":·-· ·--··;-:-:- ... -:. -·· 
.. ,.,·. 
I .. ·~- -
., 
,, ' 
·'-W 
. : 
" 
I ~--:-+---.-...·-.-
•' 
t 
' I 
.ri,1 
'•\' 
' -
' ' 
'I), 
I , 
, .. - --"T-"-,,-----.... - ·-· 
. ' 
- I .. 
·• 4," --·~--- - -----·--~---. 
"· : 
.. 
. . '. 
.,.,tf,.,, 
-·· i· 
' -, 
/ ~· .• .. , 
. ' .. 
. ' 
.·J' 
- ... .r ... ...... _ .......... ,..' ______ ··-~---' -~.~ 
',' 
/ ' 
- , . 
..L--~-
/.,, 
. . . ~. ,'" ' .. ~ ' ... -· ·,-,-, -.-: -· .. ~:' - .-- ·:- ·----.· 
~-
·• ' 
,. ... - ,··· 
,, 
• 
1- .. - -
' . 
. , ........ ,··1,'·'i.\'• 
' ,·: . 
. t ,;, . . :, ' 
... 
"" ·,\ " 
• I • , 
.. . ... 
. ·. . · t .. · ..._ . : . I . 
·' 
. ' .. 
. . 
' ,', 'J : j• ........ :' .. •. 
. I .. : 
; i' . . ., . . :
. I . . ~ 
. ' . . 
-1' •• J . • ,,.· 
~ . 
I' ". 
. ' ' 
..... ,t., 
-~· ·, .. i - '~ .. ~- / ~. l,lli • I: ; 
I 
.. 
(J • t·· . ; 't ' • ' .·~-; 
·. ... 
. - ! . . .• ' .• ·- ' 
I ,. ' . 
I . ' ... '' .. , .. 
. . 
' ...... . 
',•\ 
..... 
. ,, . \ ... 
' -
-;. • .. 
"' 
:- , \\ 11 • I I , • • j 
. ''t ' 
·' . '' - (' 
', .,.-, ·1 .• ··-' ... ~, . . -------- •• \_. ' 
.:..~ _ _:, l ' I • 
• i 'I 
r 
\ :: • I .... : > 
" 
' ... 
. . , ' 
. 
I, ' 
AB·STBACT 
p 
•.4, ' 
• 
;_ ·,_ J 
.. , 
. . 
......... • .. "\ . . • ·1 
~..;.:, ..... 
I 
,, r. ,_ \. .. " ... 
·, .. _ . 
I i 
. : . . . 
.!· •• 
.... 
·, '. 
' •• ·1.. 
•. .. ,, • ! 
, ..... -... 
-
' ' 
;. •·~. • ', •, I 
5 
. 
' ,· 
.~,,.,. ,, • • ,, I ""1 
t,,· ..... , ' . 
'• ' j .. 
.• 
' ·' 
.. ' . 
' . 
. . 
-~ 
t: 
'; t 
t,' 
" 
. , . r 
i 
. :l 
.· I~ . · .. f11ji 
... '( 
J 
....... 
, } 
. ' . . ' l 
.,.. . ' ;. 
I .f ~::f '. ·. 
• I . . " 
,:· _-: > · · The go·verni .. ng di'f.;Eer'e.ritial equ~tion <Lif ·motioif of 
I . { .. I , .. . .· 
• 
·-·~ . 
. , ' 
• • ' I . 
, r. , .• 
J 
. ' . . 
.. ,. 
. . - ... 
• i ., .. , ~" , .. 
. -~ .... --- .. ----- -
. 
- -
.... ,- ~ 
,. --· 11: .. 
. .: -·~ 
. . . ~ 
. }j 
r.1 
: __ :_:-·:,:-~. '.i .--~~-:-~~-,;,~;~-:~--=~--=---~~th~~raq_i,al ~i.splac:=emE?nt · ·of--.. a -~pherical ·shel:l ·-is· devel(?p¢cr--- - -
. - . ' - ~ . 
. 
= -;..-c:._ ?'..::- .~,,-~ --r:. 
r 
' . i_·_· ..,,,.. --~ . . . 
/' • . ji 
" 
. .. 
I I ,, , 
.-----~-c=....-~.....------,-------~in--aeeo-rd-a-nce with-.--the · ·Sh.e~r ~Theory. o.f~---Thin· Shells.--_· T:an-
,. 
. . . -~-----~--· .•t 
. .. ; 
.• - • • I ( -. . ~ It - ,./ . - I ··_· • 
. I 
.. 
· gential fomponents of ·iri"ertial fore.es h-ave been neglected, 
, 
-- -·"' 
.. ' ~- ... ! .. -- .. _,_. 
I' 
" • • r ' ·' 
'--: _. 
- :·and it.'.was · assumed th.at transverse ·shear stres __ ses produce 
I ~ •' •' • .--- .-
.. · .. n.<;> c6rrespond~ng shec1-r s.tr.ains.-~. ·; ·A product solution I Js 
,.I , 
., 
. . 
. . 
assumed re·s-u~ting in. ·two seco.nd ·-.o-rder differential- eq_u·a- . 
. _, . ' . 
. ~ 
.. 4) 
,,.t.ions .1.n spac,e ··and'. -'time· ·respect:Lv:e1y·. r- In·. the ·laf-te·r-. ·,. 
i : .. 
' -
. . ·•· ~ 
., ·equation, th:e £·irne· dependen~ 1·oading app~ars as a- coe·f-:, . - . ... .... .,.... . ;. . . . 
~-,.,. 
- ~ ·-' ' 
.;. 
. . . 
-.:.., " 
•. ,,,. 
- ~- ~ 
,~----~t~·· 
~; 
' 
' 
-· f 
'. i 
? 
~ 
' ,. 
, . 
. '" 
' i-
: i 
'· 
i.• 
,. 
;, 
;..: 
-~ ; 
' 
. . ., 
. 
to_ be under ·pa~ametric :e~citation. Statistical. anlaysis .. ~- "':" .. -
·~ 
.. ~ 
_. • 
_ , .'.'--~ ·•:r·,-..-~----·-----.-- ....---,.·~~ ...... • -,::---=----~-...-,,•---··-· ~-:,.__. _...,._.... -,-,.," -··--··~-· ·-,,--,..,......,., ... ~.--">""---CCC..........,_-.,r,sc,,.-,...__·_=•_,,.-_--=t.._~.-~.----~•·•-··. -r,·• -~---:-·~-~-~-.. •""·-"":"--. -~-~-~--· '~:"":"",... .,... - ~..,._,.,.__ - - . . ---- '-~---.--.ao----.,--... _~·--=--··r·r-,•·.....-··-;.---....-:--- - ..... ·- --- -·· ·- -, _ ., 
,, .:._ 
·::· 
.... 
·- -·. -.---~- ·-·- - - -
.• ' ' 
O 9 • 1ilii 
. ,. . : 
. . 
•, 
; . 
• 
. ; 
is· then requ~red to define st·abi_iity criteria- s_ince the":. 
. ' 
\ ;, . . . ., 
-
time_·dependence·_ "of· the~:~.-ni-fo.rmly distributed radi·al .. loa:d ·• 
1 ' 
. -
. 
actingkupon the sh~l-1 .is tif ·a rando~ nature~ The random, 
' ' . 
' ' 
- .. ~ I ;,, ---· .... . --- - ----•.~ ,, -· ----~--- .- ~ , • 
' ~ : I (} loading· pl!<.)cess ~s. ass~meo. to. be an·· ergodic, stationary, .. ,.~ . ' • . . r ~ ~ . ,..,,. •.J: ; ~: 
' ' 
' 
.. 
. '. . 
. 
\ . 
\ .. 
·,: , .. --·-· Gaussia·n. wliite noise). pro_c-ess. 
r • . 
The displaceme~t along 
.... \ . 
' . 
·-
' 
' 
. . 
-~~--__ .. ...,....,\\~-·'. ·-·,_ ..-· .. ··__ --..--~w_~~h-~t.he---_:vel-aci.ty~--wi--l-l---then-·be--MarkC?v- -in· ,.,:~ature-.--and will · -~- - - .. _ ..... 
· hcive·, its ttil1sitional)probabi~ity go'\ierned Py 'the Fokker- ·. 
I• _I: • 
... ,_ - ' • ' ' .!', ,. -"'1'• • • "';. 
. ~ ' ... 
~- ···-
:\,. . . . . 
\ ,· ·. .. 
•' 
~._..._ ·~-. '·-~ -
' . . ·.• 1'(:.,,. ' ' ' . . ...-
. ' . -- .. ··< ' '• __ · ·~. 
> · · .. ·. · : \: .· .. the Fokker-Planck equation ca~ be integrated to dete.t"tnine 
.. \' ·.': :';;_· -~( - . . : .. :~ :,: 
. .... -
. · Al tho.U:g~- it cannot :Pe. solv.ed dire(?tl.y, ,. 
. ' 
· •. :}· ·-~
1
: _·. th·e time history of the f_irst and second·' mo1:11e'nt$ of the' 
: \ . 
•. 
.. ·, 
~,,,;~"""i) ".:. r .. 
,. 
I 
): '. . \ 
! 
.... 
' . 
•• • , J • ·- ~ 
', , ... ·· '. ·: .·'.' . 
;, 
.·) 
.· ... : . 1/, 
\,. 
;.,._ · .. 
-I 
.. •. ' . 
·~I ~ 
-· - . -- - --- - -
- .. ----:- . 
... -· . : . - -:_J·:,~ .. / .-~ ... ~-·~·.:·, displa.cernen t 
; . ' ;·_: • '_\;,,:· !, ." .. ;· . ' .. , .::> : 
. . ,· 
• • • • • • • ..1"l • 
• 
·and velocity~· Such· ,a history ·-is described··· - · · · 
\ . \ . . .. . ·.. . ... ·. ·' . ' 
.;.- ,, .. ' 
" ( ·'" 
·. ·: .. · '. 
•· 
' 
• 
.~· 
' I. } 
~ 
. ·. 
'· 
'· 
. ' 
I 
'. 
,. 
,:,_ 
-' 
~.' 
( 
/ 
, .. 
' 
:. :· . , f::'•i ,· : :-\:;:'";,,/ ;:i: ' ·· ,, . . .· ,· I .· .> :-: , , , .... ' ~ \ I ' • • ( . . • ~~::-: .. _ __; ::. ... " .. ,,.,~ •. \ .• :.:.~'.,.l.1 ~,7 .:.·/ . . r ' ...... ' u , • • f ' .'• • ,, • •: ~·-, _, •• -~ ',' ... :; 1; •. •• ' • > • 
',' "· 
•• .,,.. '· 
• _, 
__ .... I' \ ., • 
.. ... ··,.· .·· -· __ if:·. · , · ., :·:··.·· -:.~ ,., ,, ._ ._..... . .~ . · ·' '.,. I ... , ,, · .· ..... , '.' 
.. · · .· ;,, '·1 , :·"'. \ ~ ."·. 1 . . • .j ' 
• 
" 
.,-:,.·,,.· . ··" I ,· 
' r . . , . \ ~ , . ,. , ·., , 
·•,· . , 0 ', ·. ; ' ' '• \:/ . , ·. , , .• • ' : ; ; ·.·._· •. ' '°; ' · ' : I, '.. .' ' ' ,/ :. • • ' ' . .:.1- , > : , } ; , : O ' j , ; .. :: , •:·:: '. : ! ; ; ' . . '.' ' / . · I , 
.. . . . ,. . . ' ·. ""' .. 
I • ,, 
-- .. '.: ... , : .... :...---------·--·--·----~-.. :!_ .. ____ ·-'·---····-·".-,_-~--'· / .. ______ .. ,:,,:.. ________ ;_,, .. -.·--~-~.- ... , .. '' ··-·,· .. ' .... L. .. , ,',. ___ ., ____ • ·--,--. ,·,-,.·,· - _______ ..... --·--·-~-~-~---· ... :~. ___ ;,__ ""' ... . . . , .•. 
•--• ,.' f / 
' • I ' '• 1 ; • i ~ 0
1 ~' ' I 1 ' ' ,' 
• / _ _ i 
. . 
. / ' 
, _ • i~\',,' , 
' ",. '. I , 
'. ~: .. , 
---=-- --=-
- -
.. ' ...... -:---
. . i ' 
\' 
"' 
r ,. 
'. 
•'•"• I 
. J' 
·-
·, 
.I . ·":1· 
,, 
... 
-, 
.-
~·- ··--.,··· '. --
' . 
. ~~ 
·. 
. 
. ' 
1 
.•. 
.-
'· 
. . ' . 
..--,. 
.... 
( 
' 
s.et 
. .. I Hurwitz. 
. . . ' ...... ~. ~ 
I 
,• 
l ., ,• 
I ·. 
., 
.... ~,Ji,;."'"-
·~ 
···,;~ ... .,. 
.. ! 
:J, .. ). . ' .. 
. , 
.: .. 
,, 
; 
. . .. . 
equations . 
,,,,. 
stabi.lity 
• . l .. 
cz-iterion • 1S used t.o 
-- ··-·-·~·-:--··'----~·---'-- ··- --.-.r~,-~----•:._.• -~---· _ ----·· ,:.c'.-~=-~c.·:-::__:....~----. --- . _ ---~-
- ----- . -...... -·~"""""~~,,.~c;-···._··---·--
. - \ 
I ' \. 
l. 
i'l. 
~ 2. 
,. 
' -~ 
L,,,'t 1.· 
The· Routh-
• 
' 
the.\ con-
It 
. ~ 
. , . 
-·:.······:· 'i 
( 
,; 
···1 · 
.. 
' . 
,,/ 
"· ·• ., .. 
·,-, 
~[ J 
.· 
.. 
. . ' 
--.::~_:_ ____ ---- ··----..... ---u-. 
-----------·--·~----.--t....---~-"~·--------
-~-;i-~: .:.~-::~~ .... --~~-~~[_~~~~----~.:-_·_::-~: 
( .. 
• 
'· 
·---\ 
. :.1 
I 
,: ·~ :,. 
l 
; /') 
/ 
••"':""-.-
•: 
''f. 
... 
·• 
.d.iti6ns 
·!, 
. 
., 
- j 
for 
.. 
" 
- --·~·.-.-·1 
.; .. -~ ... '" - - ___ -__ . 
- - ·- ---·-. 
• 
~./,, 
. ·• 
. • 
.:, 
' 
I 
. ' 
..... 
·"' 
:,,.; 
,, 
'I 
.-.,~ ..... ~~ 
,, 
,. 
... ,~·-t• .!"\t 
. 
' 
.• i 
,, 
. , 
' . 
,. .. ' 
... 
-~ 
.... ' 
' . ' ·, 
. ' 
.... ,, . '~ 
. ' 
'.·•· 
' ' 
.... 
.. -~ 
. , 
' . 
. a.'I 
.. 
. . 
,ti. 
~ 
:.,I~ '- • ' 
•. 
. . 
~ '', .,;...;.r, 
' 1..·· 
,:/ 
. . 
. · 
:'l. 
.... 
"'.".• 
... 
' 
:.~ 
' .. ~"'"1 
·• 
,'i,...1_.· ··- , .... (-\ 
) 
, ;-; ' 
!,, •t:'9. 
.r_. 
., 
.... ,_-' ;,.,"! 
. .. 
~\ 
.···,.J..· 
·, .... 
' '-. ~ .. ,, 
.. 
' ..... 
/if 
r:-
' 
,. 
, . 
•. 
'!'.,· 
-,, ~ , ''. 
·< 
,),. 
' ' . 
,, 
;' 
; 
.. 
,,. 
. ' 
·• 
. . 
·o:. 
.. , ..... 
,· 
•' 
... ·,,. 
. F 
l : ;:.t·-~ ~ .. 
'•, 
. J,f' 
\ 
'I 
, ... 
( 
•. 
..... , 
',,-, 
. .. 
s· ·.··---
. ,._ .. 
rr,,,-,,,, 
\ 
I 
.. 
·, 
. .. ,. .. ···'"'.' 
, .. , :: ' 
v 
, .. r:· ~ 
/ 
""''( , .. 
the mean and mean-square sense.~ 
.. 
J • 
. ,.-...... 
·.,-
\ . 
•:, .. 
.. -. 
-·.!\.:----
-------• I ------·--
• 
J.,.,,, .,_. 
.. , 
·/ 
·"":'r 
. .,. " --, ...... ·----~-_____,,.1t.,,....--:-...::----·--·--· .--.-"""-- -:.:.-- -- -- •4' - - .... . ·~-- --i;---- .- --
- ........... . 
.. 
····:,_..;.; 
/ 
. ,~ .. ..,. 
' ·--'-' 
·'-· 
-· 
.. 
,.; 
\ 
·, .. 
• "'! "'-. 
\ 
I 
--! 
·-· .. • .~.: .... · ....... ',i· : .;'-'1...- ...... -r... -
'., 
'.r . 
.-4··· 
.... r. 
, 
,·f, 
... 
·.~"'-··· 
.. ·~ ...... 
···t 
·.· .. 
-~-·:1 
'/ 
' . 
' ' 
.. 
..... 
--~ 
~. 
. \.c 
-~ 
--._ .:... -:. ·- .: ...... 
\ 
; .... 
··., 
' 
.. , 
" 
· ..... ,,, 
~ .. , 
' ........ __ :•,. 
I, 
' ' \' 
., .. ; I: 
'. 
\-" ..... 
. . 1: . 
,. I 
.. 
\ . 
.. .r 
------··----.1.~--,,_,__:..._~-·· 
\ 
... 
'· 
.. 
'· 
-~( . ~·-
... 
.... 
. .. ,. 
I ti 
.. 
·, 
.... .,. .. 
;it 
__________ _i ______ _ 
r 
.;. ; 
(.· 
,;._ 
--.-' -··· .·. .. . ' ·. . . - - ·- . ·---·----
.. 
.... 
-: 
' 
-~-
---. - ------
... 
,I •. 
1 
. .. 
.  
I 
1 
; 
1: 
,. 
·l 
·, 
,· 
,. 
" . 
·-
• 
. .l 
·•. 
-•-' ". • ·+.-.. .. --.M, 
• l • ~ ' 
,. 
. '· 
.\ 
~ 
' ., 
... 
. r ,, 
(• 
:, 
i 
..;: . 
--.--l,"" .. -
I 
. ' 
.. 
.-.... :. . .....; ... {- ,..,; .... 
.. 
.,, 
II·.' 
.. ·. • I 
·,.J 
• 
I 
' 
•. 
. ' 
,.,. ''' ,,., . 
I 
•1 
' . ... .. 
. . ······:""-,' ' ........ ~.:;:...' 
. ' ' ,,,I' ft 
\., ... , .. 
. 
: : .... 
:, \t 
' . 
; . 
( , _r ... ~ 
. ' . 
. 0 ~ 
. , . ' 
,4 . 
,· ,,' ...... : .. ,j 
i . -'. ' ' •' 
.. • ....__~_ 
... , ~ f- • 
'.. _,. l , ··'. ~ I 
. . . 
.. l ·'", .•••. 
..;, • ,, C 
.. -
. 1, ~. j 
·J. . ' ' .. ! 
'r. .. '"'"•-.... ·-~-··-,o.-\~.",. •. , .~..... . . . .. . ! 
'",'}•: J 
• • .1 
.,-
. -~ " 
.. . ·" . ' ' ,\ · .. • ., ' . .... .. ' • ,.) • - • I - ., .......... ~- . . 
'." 
.•; '. .. 
N ., ... ,<' '. • 0 
/ ~·. .\ . i 
. ·.,·; 
··' I ,( . . • . ' i· . ' 
• 
.. 
' . . . . 
: " ' 
-.· ·'\ . . ~ 
. ·r-
. .. . - .. , .... 
l.. . • 
" 
' 
I . ; I 
. . ' 
.. ··. 
. ' 
,,· } .. 
\ 
-r~· •. .. . • 
.., .'"/ ... 
.... -•-t ..... 
. . ... 
t~.' • 
. ' . 
1,· • • ' 
. .. ~ ~"""-
~ .. ~ . 
. 
" . 
,, 
. .... 
~ ~. 
... ,·I . . I ., r, /;A ' . 
. . . '· \ . ' '·, ·,,,,. ,.,, ' '. ' ·.A. . ·-.;- . 
. . . . . ·<· -~ . . ' ~·· '/ ,· '. ,·.,.,,. .. ' ........ .. 
:·. : ' ' . . ~ ·". .. \ ' 
·- .. . , . . ., ·;t,·:.1• , : .. ;I -~ . , . -· .. . ~-~. . . . ·_: {.r·· ... . . · ... -- .... '/ INTRODUCTION- , ·- - .... - . . . . . ' ·1 
' . .,.. 
t"'t-o,J"'•\ • I I,• 1 I~ f ' 1 
. . (:,. 
. . . 
(J 
,. 
. 
""",_""l.•1,/'1 i 
. 
, 
'. . ' ... 
.... ,~ . .. . ' ' . 
' '\ . 
_ . · During the· last ·hal"f-century, the .. dyn·amic sta-
-.. 
-· 
f, . . • •• . ' . ' 
. " .• 
' . , 
. .,..--.:. . ..,.... ;, 
' .... ' .... ·--?··---·--.. '.' .. · .. ··.·;.:::J 
,,. ~' 
' . ' . . . . . , 
. . 'l 
. ,. ,.. ' .' . . .: .". ~ 
.- .. _._. 
···«-'i, • 
.. 
" ' . ' . 
. . I 
........... ,,:., 
··J. 
.. 
• ~ •• ,1 •• 
. .... _., .,. 
./ 
,, 
'' ' _- ~~~~---~---- ·--- -- ·--·-::'---L... ·. "S,•··· - ·~ . .. -~·-·;·=-· ·- ---~,-~_;-_:.:..::::..-:::::::.:::=:_:_·:___:_..=~:.:-:-::~~:--·:~-~~~·-~-.;:...·-· __ -, __ --::- ·---:::;:.~:..::::-·-:.·.-.. -:..'?."i-::::-~---~~:.-:~ .. -::-::::..: :.-.: :.·.:-.::.--:-.:::;--_ ~--=-----==-=--~-.:..-.~ .. ..:·_---~-:-~;-~_r-.-·.:···_ ------=---~--=------=--~·::·-:_~:-..:.---::.:..-:~---=--::----__.:. _______ ;-:--···-: ·:·-=- .~:.---:.-=:.;~·...:-:-·:::::..:-::·.--=.·.:·=-:-=-:-:-.:::;:_-:.-::;~-~-=--·:.: .:::-:~ .. --:::;·-::::::::-..:.·.~~~: :: .. -;.-=- ;-=--~--r--
- - · · bil_~ty· of elastic .~systems. has become, an important addi~ · ·• .... -:..----· ... ' .. 
- -• •1 I 
-- . ·\ ... ' 
\ 
. ,'\-·. 
' ' - ,..... ; • L J 
- . , .. 
. ~ 
·. -.----- ·------:-.. -----'-------~---------~----tiorr-· t-o··-the theoi;y·· of·-· elasticity. 
~ t \ ' ••• • 
: ~-· 
-This form of stabil-ity 
_;,,...,,,,"""""""'_~--------~ ----~=nnc::,".;.'-'"'1.«rn,J,nn=•-.zP.°~~::,,.~~·"•n-...·;;,a•.,,·~nn,,.........,....., ... ,-...,...;~~Ct.:::--..-.~. ___ __:_.---~-----:--------'.>....-- <f' ),-
. -an a ly~ ± s ·is' a stu~y of vibrations resuitiri~ ·fr~m para~, 
. 
. 
... . 
.. -
, 
f 
. ' 
: .. , .. --· 
I • 
I 
., 
I • 
. ~ -
. ' 
'"' 
. ' . . ,, 
.:. ... : t ·" 
.. . 
. "' 
I 
.. 
' ,. 
" 
. 
metric exci ta;tion, 
... ,;.... ...._..... 
. 
i.e •. loadings that are~pa~ametric with 
. I., /, • /. ' . 
·r~spect fo certain forms of the. d~formatibns.' ·Par~metric 
7 
·' , 
- .excitijtion-is characterized by the appearan~e of the· 
·'· 
for~'i.ng funct~on·s as co·ef f ic.1e1i't·sv· in·' the ;governin_g. dif-
.. 
-~ . 
.· // Ll . . . . - ·.,;·· 
~E!reritial eiuation. In genera·1, p:~riodic component:s are 
I . . . 
1/ assigned to the forcing .fun·ctions, and the. pr9blem·_ can _.be 
I' I .. ·_. . . 
. /. ·-· reduc·ea ;},to. __ .... (.exactly- .. or approximate-1.y) :a Mathi.eu-:aiI1 --.. - _, .. . ' •. 
I' / .... ~. 
' I 
. 
. ( 
equation; whdsa stability criteria has~}·een\dely cs~udied. 
More .. recen~ly, ·-this .. field has been· exp~nd·ed. t9·· · 
-
. . . 
-J .:_· . . include systemsQ 'Whose parameter·s vary in" a random manner •. 
' 
l ) 
, 
I, -· , 
I • : ' 
... . . 
. ·- :=r.-, 
'\ . 
( 
• 
j 
.... 
• J, 
-;' 
.\ 
.. / 
. '_) 
--·-·--- - ----··r--·-.-· --·- ----~ 
:~1 
' 
. . . 
• 
,... . . i 
... >, .. ·c 
. .· 
-:- if\· --· -- ~ ' .. ..:.. 
----·-----------------.. - - .. -
-- .. - --· - . - - - -· . 'I\-
. ' _ ... "-----:---7 
1· ·with random param~tric load-ing ,·. the- probl~m can be re- . ., 
........ . ' ~ 
. / . ,. "· - . .. ... .. .. 
:,·J--- :· · ~ . - _·· .· - duqed to an -equa~ion· simi,iar. t.o.~ the 
I ' • ' • .# ,r• . ' . • . • 
. . • ,,... ~ . . . . . 
. 
4. • • - • ·-·· --·-----·· 
I ' • • 
:·.. I ·:., 
.. ,. 
·· ... ,. ---. I.> 
,,;' ·_. 1., ' ,, .· • • •i I • 
.. ' ' ' ( 
-., j '• ' 
. - ' 
!· -. . 
• J . 
Mathie~-Hi~i- ~q~ation~. 
. . 
• ' ·-:· I . 
~ .... - - .' 
.- .. ,-.... ~ 
' ~ ~ • • .- .' • • .. - . • •• -·· 'J J~ ...... 'lh ;·_ 
' Ii. - . '• \.: ... • • 
' t 
. . . . : 
. .. . 
. - . .' 
' ... ,, 
. . 
' . ' i . 
, '_.,.,w f,'l•',1••t,•1,·1,'"'l""'"_r 
·,' 
• I 
I. 
.. 
. '' .. 
• 
; " L •. , ...., .'\ ·r·-· .' 
, ....... 
. ,,:,r~·,,~ .,.._ .~i.._,' 
.. 'i ···.;:,,- ·~ 
.... ·,·., .. ' 
. .. . ~\~· ' 
.. . ) .' 
. . , 
. 
_._ - t"'l..1''· ·- ____ t:J.-.... 
' ,, . 
. . 
... ···, 
-~· 
µ • 
,• 
'':" !, 
.. 
' ,, 
. 1 
,, 
I 
"" t 
'.,··~, . 
•' 
, . 
" .. , ' 
.... "' 
. ' . 
. .. ,. •.. -.-.:.·,..,--, .. ,_,_, ................ -........ -.. ..,_-......., .. ,~ ... , .... ...,.....-~~-·---, .. ~-
l•',' 
•·"-',· ,• :·,,,.., . 
.... . \ ~\' 
:-· ~-
. \. 
•\ '. 
~ . 
. 
·l " . • 'i. ·~·, •.. , . 
. . ....... ~ ... 
.,., • .,., ' I lo. H.......J 
.• ... \'•,·,•.;.-·(~··· ' . ·',,. ..... ;." Y' '. --"--.. -. 
; .. ~ • I 
. . ,,....,·~·· ... ~---1 ,.., ... ..,. .... :,.,.,~"J_ll"'V_f r 
•-..: 
. ..~~, ~' \ 
,,:-
. ·-
. - .•, .. ... ., . 
I ; • • #I ' 
'{,,,,. 
.· . \: .. ' 1:. i• 
. .. .. -.. ; ~---.. -. 
ll ... ' 
>' 
' .. •-\ 
,. 
.. 
I •', "''••--..· . . . 
....,_ 
·------·-- -·-· ---... -· i"' . . ~ ;_ ... ~ 
. ,· ·..:.-s, 
·'. '·i' 
'· , 
• ' .. . \\~,.:~::· '.-.... J. . 
\ .. 
~ 
.. 
. - ···-~ 
,. .... . r., .. :- • 
• .· ; I. 
. 
... '. 
-·~- ·: '/t'. ,. 
, ·. · co~~-iaiar, a. ~!)her.ic·ar __ sn~lr.a:C1:ed upO~y~a · radial -.:l-·· ~\-~--~-·.-. 
• • ' • - , L ' • • ·~ • • ... .._ ." ,,. ,, 
' -' 
" ' 
-, 
, : 
l_oad uhif~rijlly distribut·ed,·over the su:r·f.ace of the clos~d-····- .r"··· ,, •.. 
" 
----------L-·.- -- ...... ···•;:..:;.:_:,~·--···• =::,·_ .. !., .:'.::_;, __ ....• - ... ~ . .-.:.:..:.;:-_···•--•· ~-·-••·,;__~I~_;::_-·· --- ... ···--_:..'.--.::.-.;=·h---· .. :-•~•····• ..! ...... --- ··--··•'i'~-,- .: •.. ~.-~ ··-·····••·--~ ·• ____ .:.......;.._r --.---·---·-··-· ---. -·~--;.-.-~- .. .:....:_-::;- -·--~---."·.- ----!..,-t:-,-·-~~~-~ ~--·-··-··_ .... -~-:.· • 
r• 
-- .. ,-• .. .. I • 
-~-':"c'.-~':::::::=:===:::::::;:::::==::::====::::::::;;:::::::::::::: 
... _.,, ''.• 
.. ----.. .; ., 
· sph~rical .~,h~ll as shown in Figure··l·. . .. The· .·ra.dial load is·· 
~ 
. .. 
. ... ( 
\ 
' - - •---- - -- -------···---~ ---- ----·······- -----·------------ .. - ·-·-·---- .,_,. ·····-······· .... ---· ·-·-~-·--·------ .. -·---······-· - ....... _ ·- - .... -----·--· -· .. -·--------· .. ·------~-·--·-·-L.·--·-------·- -· ... -------
·- ---..-·--------,·-·-· ·------~-~------------··· --·-""" . . 
. . ' 
.,...._, ________ . £91!1E,92~~~-~L:l:@O~ .. :,.~';: .... .:.~~~~~M~~oorm }?res sur~ -Yo • ._ f . • . • . -·~QWMO_., __ u•••~---
;, .. - . 
and a pr-es sure P ( t) , which is a random fun:ction cif time. 
r" .. 
I 
-. 
. 
I ' 'vi 
The -9pher.tcal shell 1s assumed ·,to be homogeneous,· iso-
' L} • 
tr·opic· .. and .of .constant thickness •. 
.t 
[) 
. I.n the analysis that fol.J..ows.,. u.se i·s made ··of -the . . .. . __ ..,. __ 
-- t .. 
... 
She?lr ( qr· Mom~nt) Theory 9.f Th.in S·he·lis. 
.. // 
The most recent 
' . 
~ 
textbook wr(.i.ch ·-includes thi~s theory is- "!:hat by ~-- ~raus, 
•, . 
.. 
. '.;..:,., 
,. 
- -. - .. . .. .----- ---~ "'"-·- .. ;_;_, T ... -----
I -!· 
., 
. ' 
I 
:.'-; ~ 
.. . 
.• ' k 
' 
·-
I • 
r. 
.:, 
i · 1 . ' • . . 
. ,. 
,l,,-1. • 
,. 
.. · ... 
' I 
..... 
., which· is referenceq ·in the ·bibliography. The ihherent 
' 
' . 
. as.sumption.s of ·this· theory, in ·addit-ion to. those -of the 
cla~sical theory of e~asticity are: .. 
a. Point's lyirlg on a .normp.1 .to the · shell before 
Iii 
d~forma·tion remain on a ·:stra~g~·ft ·lin~. after deformation.· 
),'' . . . . ' Distances 
• 
b. on a normal do not between points 
. ,'-~ - · .. · 
·,: } . 
. . 
•• l c}:l.arnge during defor~a~ion~ 
---~---·------~-·-' 
"'\- . 
"··· 
. _,,,. ,_. 
,' .• : • "t., 
. ~-·, 
.i.:..:· 
,. ' 
• •1·.;. 
. ,,;. ... "t 
l.-! .• ,• 
/ 
.. ~ 
. 
' 
·, 
.1111 .... 
·,. 
. ..:. 
,.,_ •· .J'I•: 
_Strtasses are replaced by stress resultants. 
' I ,, • 
~ 
..:· ~· 
··-,..,., 
• 
.... ~ .... 
.~ 
. ~ 
~ 
.. 
.... 
; 
),, ~ ~-· .. 
. " 
·, 
; ~·:···'· • ' \ • • • • •' ."1' ... -•"• ~o_. .. :..;·..; .. .,·, 
, .. 
' 
·' 
.. 
. . ,,· 
~ .. 
I, 
I • 
·, 
.. 
.. ; . ' 
I ' ,, • .. ' ,' 
-.1,+ :...... . • •.. . ... \ 
, I 
'· , I 
' 
.. ' 
. -~ . 
~ - .... 
. " { 
.. 
- . ' 
-~-, . 
·· . ., 
~-
l. ,· _ . ..,r t.· ; 
. ~ :L .... , 
'. i· 
_, -~ 
1. I 
•. 
., .. ) .. •/ 
. . 
. . ,.. 
• r , ..... , ..... ,. , . 
·, 
I. •. ' ·'. 'i . . 
,. 
,. .... ' 
,. 
t. . . ·•. I 
•" - . .i.-.-•••---~a .---··-,, -·•,_ • ••",-' ·• .,,. ··- -·- .. ·~ ., _._ -
.;, w 
.. 
. ' 
.• 
• •. ' ~ • ' '~ i 
' f I , 1 0 • 
'i-~ ·' :. 
• ·..., ·1'''· ........ ---..- . 
' 
' - : .. 
.. ' 
. ' .•• 
I •·-,.,• 1 1, 1 ,r 
. ,·,. 
• •' .. • <... : 
. . . ' 
,',1 a 
... 
.I 
. -· .. . 
.. 
. I ' 
! 
. 
. ' 
/ 
•-· I 
t . 
... t _/_. 
I ··- ~~,~~~~-- ·-·· • '. 
........ 
. '· 
·, 
. '1' • 
'# '•, .. ·I 
• .... '• ....... M .... _., ........................ • '•"'""' 
• ................ ,, •.• .':, ••••• '"'j 
,,. 
: . 
• I 
•. ~ ! 
. .' i 
...-1-
t 
' I 
! 
• t 
l 
. l 
: i 
: ' 
. ,i 
f 
I 
., 
j 
-· ! 
1 
.f 
: t 
!• 
I I ! 
. ' ,, 
, I 
. I 
. l 
.· l 
: l 
. ' 
. j 
I 
. i 
. ) 
I 
. j· 
l 
~- l 
;-t 
• l 
: i 
:. I 
: l 
; 1 
I 
-l 
: I 
, I 
. ) 
. i 
1 
. i 
! 
·, .. , ,•\ . 
,J 
,, . t 
> I 
. __ . __ .... ___ ···-·----·---
I •. 
. ' 
... 
.• 
,, 
... 
.. 
-· ~ 
., 
' - .• t 
-. 
• .. : : i.' 
,_, 
·•-
r- ·' 
- t, ... -'.'........-.. -~· . . . ·c· ~ 
._ l -.c..,...._'. _;· - ,: - I. 
t i . ·~ 
" 
.-,111,r11 
I 
\, .. 
' .~' '' 
, 
'.(,, 
·, 1,/ 
• I 
" ..... ,-~ ' 
\. 
' I 
I' 
' I\.J~, ., 
~ --",,. -
__ ...,. 
. . " ... 
,,,,., 
.} ,; '. ,•, I 
' 
/• 
J' ·_ \ 
.,. • L. I 
{.-~·~ ........... ~ ....... fl .... ~,,.,,. 1~;,1,~'''':.,:'<!.,,, ... 1 ... .,, ..... ,,..,,,,,,,,,,,,,.,.,,,,,,,,,,,,..,,, .. ~ ..... ~.,,,,:,"'"'""''"'"'"'' 
. I 
I 
. 1 
•• _ 1111 
-, 
·· 
.l· .. ---- . ,ls 
I . I 
_ ..... 
,r_ ,., 
.~--
THIN· SHELL ANALYSIS 
-- --------· - - - -----,-:-
•• .4,-
I , 
~-: Q"sing 
' 
Th·eory_ of ':Thin. Shells, the Shear 
" , . ( 
.) 
· ... :r 
"'· 
one 
' •'. ..... i 
:.. ... 
I, ::--, 
can 
---., .. ,_ .. 
===:::=::~==.==========;:===:====·=i:---·:.;_=- =·-::_----··-··--- c--~--- -·-··-=-·-·c--_--------··-- ~--- -~·-,-:----= =---~ 
,- rea~ily J\arrive at the 
~c-cc~==-·-·= ·-- ------ ------~--· 
. ·.j 
t, . ' 
.·.l: 
;· 
' 
. ~-
.'I·' 
,} 
.• 
'·";'-,r equilj.brium 
'"" . - . r' 
e_quations of I.. ,. • .. motion 
----,---..-,-..,-,------------ ----~---- -- ··---- .. ·---·- ---- --- ·-····------· -- - "----· - ---------·--- ---·----------
£'or .a 
- L 
+N~e,e~~ ~ 
i 
,, ' 
.. 
Nq,e1c\) + Ne> e Clle.(\> ~ 2 N~e c.o\..<p + QI ._.,.rz . e - Z:...·e -., .... 
i• 
,1 
... ,. '.'" ·-. ~.... . . ... 
(. 
" -
• 
- :( 2 .• 1) + 
. "· 
~----.+--- ---·----- - ... ·-- . v.-·.· 
... 
-
-
_ ... 
.r 
-,. 
i" 
• r 
-_. 
·_/ ...... 
-
-
•. 
--, 
... 
to 
i... . .... 
represents differentiation 
~ \ •. with .respect 
. --
----- '",(" 
the subscri-pt (s) 
• 
.follo~ing .it. 
.... 
. -\;: . 
The .,membrane stress resultants appearing . '. ) inr' 
• 
: 
"••••u. 
,, 
.. 
·-~ 
-.............. .. · .... 
·.4'· ----·--· 
·'. __ /'". /" 
, 
. \"'or. ._ , . 
.... _ ··, __ _._ 
--·-.. -.,...--
/"",; 
--~---- ---~----------·---1-.:.:._,...:__ _____ ~---'--------'----:-.,--=-------,-----. ----·--
equ at: i 9n s 
--~---·-------·- ----~--
( 2 .-1) 
·- l,_ ' 
. 
/;_.,.' . .:-<?~ . 
. 
• t . 
.. 
-. 
-·-·- - -.:·_··::·· . ...:;.:.'_ 
., 
...__-i •.• .-1 
·, .... 
.. 
;, ' . 
''·-
....... _·_,,,. 
- I 
_ .... 
·: .. : 
~· .. 
l~ ,ft 
•· ... 
Ne 
,. . ··- . 
-
-
.1.-.' 
-
-
are given-
h 
2 ... 
by I I \ 
\ 
< .... 1, ., .• , 
tr~; ( 1+-£) lt-
--·-·--- --·-·----------·-"""~"c"=~---,-
I' 
h 
2. 
, . 
O'ee ( l ~ i ) d..~ 
'"/,,, : .... 
• I. 
i- ·,. 
•· .. : 
I. 
., 
. _, 
.  
, . 
i-•• 
" 
" 
-... 
• 
' 
... 
' . 
' 
"' 
,•' 
·', ( . 
... ' ... .
·J' 
• ' 'I- ' ___. -- ------ - -·----/ •~ ,, 
~ '',;. "' 
,·':"i1' · . f 
' ,. 
.. 
1.·· 
J 
,_ 
~."• 
.. 
\_-· 
;· 
... 
I 
,,,. .... 
, . 
. . :.:, ··~,. J..,, ;, -~· ~ ............. , ... ,·"r··~·,.-.J·"_.,.,,_ : ..... , .... - ..... _...-:,••·· 
·, , ' .. J~::· _ ._ .. __ -· ;,~,- ... =-~•;"-"'. ·-,~·-· ........ 1..'... .. ,:.:,.-r "'"' · :-11' 
. ________ ........ ____ .___ . -~~-~-------. __ ....;....__. . ·--~·-'' . .,.__.-----~-, ------~-·-·-··-·.:-- '---.. 
"""°'"" *'"' .•.• =. ~ ".~ ........ ~ ..... -*'-"''"·-- ..-=-... ......... ,_ ... _.....,._., ..... -. 
--~-·-, ............ "••-----" ····-·~·--· .. - .... ' ' -~·-·,··~- •••-••0 .......... ···: ·-••L 0,,.,., ..:.,, ...... J ..... , 
. ,' 
j 
'i . I ,,_; 
; -#fi 
0,-,Hnl"'"'"''' 
,,.I 
'\ 
.' ' 
--·-·,·•~;--, -•••-.,.-,.·,••·H•,,.,..*.,"-·''.'"' ""·~··i•, 
-
.. 5 .... 
," 
' 
·;,_, •', 
•.,., 
.. 
' ...... 
·:·'" 
.-... ..,, ___ 1 • ,-
•.. 
·-
' . 
.---, 
.-, ,· • Ir 
' f', 
I I''' 
,, 
.r. 
.... :._ '. : . ," - .. 
' ' ..... ' 
- < 
-, 
. ' 
~· .. 
I: 
.l 
' 
,. 
•• t 
( 
,,. 
.. 
.. ,.. 
.. , 
'·,,,-· ( 
1.;') 
J' 
/ 
' 
t .. ... , 
,. 
I. 
.. · 
.... .. 
'•f 
. ·1\_" ..
',' .. 
- . . 
y' 
. ;! .. 
. (•· 
;f• ,,. 
r' 
--··"""!.~ .;- o: ....... ..... 
'4 
. ' 
l.' • 
> •h....,,1 
r,..,.. .. ,,.,, • 
', 
·' 
·--·-· 
I' 
... . .. _. 
•, 
:.~-
'. 
.. 
..... , 
\. 
·. ' 
.. ' .. 
. ,,,..,, ... 
/ 
,J 
... : .... ~ ... 
j 
t-·: • 
. -.~- . 
,.·,,. 
' 
.... 
.. ,,•., ,,., .
-
-
... 
-~'--'-=----~-~--~-------~~--~-- . .· - • ... -------~-h. 
l 
'· 
u .. 
' I . 
'.·,. ·, 1$ .. 
'•. ~., 
'."' - ... 
". 
,1...,.,,1,u 
' ' • 
. ~·-··· ... •·•'''' 
( '.. . .......... . 
.,.:;( 
' ' ' -· 
' -·---··-------
.-
' 1--
L-·.-- . . 
·, 
·6 
'• .... 
, ... ,. 
. 
·\ 
,: : 
... 
·.,(' 
.. _,.,. . 
-·--
.. , 
.. ,., .. 
·-·,--
.... 
' ' ' 
.. : 
•·' '\ 
\'· ; .. ,, . 
\.~""--
.. 
,:~- . 
" . 
., 
.. ~ 
. ,f, 
/J',, 0 '--. . ,, --'-.: _______ ·-~-- ··--· _..._ __ ._ :._'i'_ ... -.,,..·---·-:-· -....... • ;;, --,-:------ -----·-,--- . ------ - -
., 
" . 
• 
---,. 
·°' 
.,;· 
·-----... -·-- ·- - . --..-.- . - .. 
,. 
'. 
' 
~-~---~ 
·-------- --·, ' 1 
I 
_. _where .... -~--~-- is __ the •, .,:.coqr.d i.n-~t~ -.-d-~re-c-ti-a-n--OO~m~l_:_-t-=e~thl"\--'. ·~e---e-s-1""\-ph-A--· ere 
,)'• 
~--· .·---..;..~· -. -·-.--·-
... 
L. 
.. 
o.£ the 
which 
' 
..... --~ . .,
··- ' 
sphere, ... and h I i-s the· thickness .. of the 
""fl.:; 
I 
ass·ume-d· -- 4 ,l.S, 
.I / . 
J ' The 
to be 
transverse 
\ 
-h 
co.nst·ant ... 
shear· resultants ·are 
h 
-2. 
:.'!' 
' 
' 
'· 
sphere, 
,, 
.. J 
:gi\.reri by 
. ' 
.. ---··.- -----.-· ---·d;, a -·-r ;-- ·-···--·"" ··-... -~-·--·---····--------· ·-----· - . . .- - -
., 
. .... 
. •: 
.. 
--
6. 
and the 
., 
., 
-
-
h. 
a 
resultants 
,. 
are 
' 
.,;. 
!, : ' 
ii,/; 
) 
/ 
define.d 
, 
'I, 
·as 
., 
. 
·;·, 
.... ,., 
.... 
. , 
.( 
• 
... 
. ---- .. , --- -----
;,~·-- ---~ .. 
• :• T·-·•·· 
,_r 
i 
" . 
;; 
., .. ,.. 
__ , 
. 
, -'-,) 
_________ -4-_ _...,...z._... 
·- . . •• -"! 
'. 
. ' 
). 
I 
I. 
J. 
-- ... _ 
:., 
. .,. 
' \ 
• 
;, 
'JI. ~ .. 
L 
•• 
.· 
,wo/,, ••. -- ·-··- ---•~"-
:)/ 
' .. , ~ ,l •, ... .---;-· ________ .-"- \:""'i 
'. ··-~:.-·-·'',;. • .. , .. · -·-·-------·----- ....... -.· .·""··--~ .. -... _ _.. ____ -;-···:..: .. ' 
.... ·-
.; 
•' •f-"• \' O,~_.,. I ,.,.,._" L• (~ 
!' · 
·• J~' 
·' ' 
I. 
,\: 
-
._.>1,· 
-
h 
-
.. 2. 
., 
-7'-------,-----·-'. 
I ... , .•. 
\ 
-
' . 
' .. 
' 
.. 
. (A 
... 
., . 
• 
.. 
-,·-... ·::<-
• 1' 
r er~,·& (, ~ t) a_~ .. 
_: .. _ .. 
,_ .. -,·· 
' . 
.r; .• ,. 
' ' 
.. 
·, 
--·-- --- ---~-------..:..:__ 
, 
\•• .. 
' 
ti 
·-
"\ ., 
.. - , --t 
•• 
,) 
·-·:-~--
• I 
- .i 
•. 
' .. 
; .,, 
. .. 
. . 
.. , 
71., 
' 
... 
~.,..:..... 
,. 
,\. 
' 
.. .·_, . 
·I. 
\:';: -
--~ 
._J_, 
.... 
... ~.' ,, . 
.. 
.... 
• 
.. 
C 
" 
, .. 
' ,. 
'' . , 
f 
i 
'' 
. ~ \ 
' :- j 
I 
l 
~ I 
-1 
. I 
'·'i· 
' . 
,, •· .. f 
' 't,,: 
.. ,., .. ..,,.. ... .,~ 
', I • 
.... ' . ~ 
/ 
' .• :4' ·., -. ' 
-: . 
')' ,, "-<:,;.,• 
I •• ~ 
. ' 
-· 
. ,·"' 
. ' 
. . . .;, 
' .. 
. ; 
., . ~ 
. . 
. , 
",. :;i, 
.' ··( 
" I l' 
.. 
' 
. ' 
I. ,T 
-, t>l ...... 
.•. 
- /·' - . . . , 
. . 
• r 
. ' . 
.._, ...... -
, ...... 
. . . 
• 
.. 
-\ 
\ . 
l 
.. · ;j:f, . 
~ - - ... 
I-::•. 
.. 
'.1 
. ,. 
.. """A• 
•• 
,· 
' ' 
·• •L I 
,.J,. ....... ,.u11,' 
-
' .. 
I.'. .. 
• f (;< ~ 
. . ' 
_' / . 
·" 
: '' \ ~ 
. I . I \ 
'. 
1 -··· I" ... 
. . 
\ . 
' .... --:·~· -··-· :_ \ .. - .... 
-. 
" 1:'\""'·"'"'' i I I 
. . 
' .. 
·~ . 
, I 
.•· . ~ 
. ';, ,.:·, 
7 
•. . ., l 'i 
. ,. "~ 
:· ·' r>~~] 
.. _--
.. ' .. 
• ' 1 • 
·· The app·l.ied surf ace tor.ces ,- i,nertia.1. forces.~': ·~and<.'· 
• • • I !I . ',,, . ,, "•' • . . ~· • . ... . !, •. 
:: . "'it;,./ ' ' ... :, .,/,<; 
. . . .J\ :i 
' ' , ~ ' "' , I ,\
0 
J. ~ ,, r :,' • J 
\ I : ; 
I 
' '1 -11'.l.:l..'. ... j•.,. 
- ........ ', 
damping•· ~forces· a.re ·included and [~ • ·• The-, ; 
I~ / t. -
. ' - ' ...... ..:., 
. . 
-~ .. - _- -~---
:_-:-...:=-=-----~.-.-:-. .'._-:::_•.- .. -~~ '·--· --· .. - . ·:= . .,-- _-: __ -_:· ---·--·-- .. --··~- . ...,_-::__ . ---·~ .. -- ·---:---· ·;:-..;1----· --=-::_ '_---·- --- - -- -·~----· .- ___ .:.:._...:.·.:.:..:.-:~ • ..::.~ .. -- -·-···-·------ -··-=----~.,.:____:___~~---=-. ...... _·--- .. -:-· ___ ---~----·--,--·-··- .. · ____ ____, _____ ::. -__ .. :~·-· ::-... _· ________ ···.-'-----~-.a:~ .. - ............ :~·.~.-~ . 
' 
. subscript~. refer ·tO .. ··the; direct-ions of the.above ·forces.-
' - --·· ------· - . '·-·-··· . -1-· ·,.1_.....,,,:.·~,.:, __________________ -- ----· --· -·-·---·------------··----------·-----··--·-----.._.·-··--·--~---·---- -·~·-·-------------·---·--- - - ------· . • ---·:·· ' ----------··--·--·--·--·-·------ ~·-· , ... 
. 
f 
.... 
. ' 
·with 1 
. 
. ,,.,..--
engineering shell theory,- the,i~ertial and 
'I 
d&mping 
' . . 
.,.,. 
forces in these directions are ass·urned to be n_egligib·le. 
/ 
/ 
Consequently,: · !Z, q, and ·'=l. e 
' 
have b,eeri put ,':._o zero_in the 
remainirig analysi$. 
Using ,Hooke's Law, tbe-: .str.ess 
. 
and moment , re.s.ul-
.. 
' 
~ .P, 
•· ... 
' .,. . . . . ' 
. ' 
l' 
'. ' . ' ""l-------r- ; . 
.. . ' - ~- .. - --·~-~ - - ··--··-···----··· --.. ·---· ' . - . --- --- - ---- - -- -- .. -- -- -- - . -. --- ~ 
.,'.".'."·· 
. i 
tants for a sphe~ical shell ~an ~e :expressed:as 
I • 
-
. 1 ... 
·, 
1.· 
:~ I 
·•·. 
: . .- < 
• \·.. .• 
.-4.f~-·-r. 
.. 
,. 
. . -- ' 
. ,... . , ... N, ~ e = D ( 1·-"\)) ~ 't <\, -+ ~ e) · ·~ . ' .•• t 
-L-.:....~------ ---·-----~"':~ .. ---··------ ·-.. _· ~ .. - --- ----- -- <_. __ .... - - . - '. ~ a -- .. __ . __ ; __ --- --, .. _____ - , --------,--.-~..,.,_,,..----..----
_..__ ----------"-~---=~ .. 
. . 
. - -----------· ---
i 
. 1" ·-
---\·I-·,, • 
·- •\ . 
\ 
- .. -~..: ~- .... 
, 
. 
' ":.\ 
" · .. 
,, 
:.; . 
• < 
.. 
. .• ")• 
' .; I 
.' 
,\, 
'• .. 
• •• :.'!", '·• 
---~;,- ~/.:..,, .. , .. X-~-.1 
• • .,1 •· ... :i:4~. 
. I, 
,. 
,. 
. . . 
' ' 
,,. 
.et 
·"\ 
........ 
N\ ct>.== K ( ~+ +-U l(a.) 
,· · , .... N\ ~ e = . K \ , -1)) ( ~ "' + 
• 
.- ,.·,. 
~ 
_. Qct,.= D(,-'\)) 'Kq.r 
·2. 
-~ 
-:. D(\-·-v) 
2.. 
..... 
. 1 
·,. 
,;.' ~ 
., 
(2 •1 2) 
< 
, 
-~ , ··• 
•, 
.. 
.... : .... . .. 
, •, ... - . . : 
.. . 
-... 
.. . .... -~ 
, . 
-. "=."· ... ·-:-
.. ·. ., ' . 
. '. 
. . 
··. •,, :· ·-- -·~ 
·-
.. 
.... 
. ~.~"·:· . . _ .... 
. 
. . ........ ... ..... ~ 
' 
~. 
'· 
1 .. ) ' 
~ ., 
.. . 
'•·;:----: 
I 
' . 
,., 
" 
I 
\ 
.-.-
. 
.., 
'. "'. -· . ·: . ' '• -• . 
... -••~· ··--·· ... -' ,.. __ -____ .._.i-... : ........ _, -·. -_·.,. -.. ....:..-~ . _..... __ ...., __ ___.,, ____ _._:. ____ ~ .. ..,...--,J...--..;..1-.-------·-'---... -,.,:---__._~-~~-.. ---..1 .. --.~-.---........... ------• .s~--:--"--...!,,~·-······-. 
, . ~ \ \· ,. ..-·~·~~~:-~.-,:;:-~~~--.~-~~: • '. /'! .. a, I , \ ,·' 
.. ' • ' • ' · • : I· , .• , • _, .1.· ••• ,-, ·····.',' .. •··. c • 1 ·j"''- -~-~ .... ~.- • I ··•" '."-~- .. ~.:.__..__._ .. ,_ .. _ .. '· ;, ............ , .• , .• ,·-L.1.- ... ,·" i ····- , ....... ,·'~·~ .:.,= ... ,,·_;··",. .... ,- ..... • •. -.-.~·,···,., .. •:• .. -~.-.~ .. , •• ,.,_.'"' ... _.. I ........ L .. ·. ·. :, ~ ~ ·i-····._,,,,.~,.... ' ... :._ ... -ii'-{:, n::···,--, "u .• ,.:·,~--- •· ••.••• ,·... ,; ' 
'.;..• -··1,· ''r~· ~--. -· .. •·· , .'"' ' ,· "' -~:.,'. 
1, : .... • ,. . . ','' 
\ • I ;'' '··,·:-.. I 1• 
,'"" ...... , "1(; . '. \. . .' , , " ' · . I 
·' ': \ ... ' 
~. 
f," ·,· ' . 
.,. 
.'i- . . . . 
. ~,. ' , 
.. 
. 
···'·• ··-•·· ..... , 
. ····-··----· .. ·--·-- -·····' --- .. -·;--•·--'·· ______ _. 
--····----.,,...,.,...~·-----,-·.,,l,--~---·-·- '·-- -
.i 
,, ', :· . 
;, 
. 
... 
"'1,"'"i," 
,'·''t 
'· .. t 
.. 
. ' 
. . ' .. ·i ,• ..... . 
' • IJ..; - ... l 
"'· '"•'.. 
. ; 
. ' ·: .. ., ,... .· ' '' ,· ", --·- . -~-. ,., 
.. 
.. 
... ' 
·- I 
. ,': '',. 
.. 
'. - ' 
', . 
't.·· ' 
- I 
. '.' 
~ '. ' 
\ . 
., .. , -···· ... ,,.,.. .. 
lt:o· 
·; 
'.! ..• 
' . . 
'·• . 
--
'fa - w,-\ .' 
:-' .. !' 
~ 
.. " ...... ~,....-)_: &... ~.. ' ... ~ -ii,_,-, __ ,,,,- ,, -·· 
' ----~~ ' ' 
-.,,- ... • ... - ·: - •. : . - : . •-... : •. · .. '!... .. · ... ·.·.··:: ,- .. ·, 
.... :,: 1' . . • 
I 
' ,. 
I 
-, 
... 
__ ! 
. 
! . 
'· 
·-·T 
,, 
I 
\ ' 
.•. 
---~-..... ~--~------.--
,..; 
·, •,J." 
.•. 
.r l ,. 
··,,1. 
·• 
. 
. ~ 
, I 
' . . 
~t .... · 
. :.t. 
r' 
,wh.ere 
,· 
.. 
,. 
• 
. / 
I 
., . ~-. 
.J 
., 
............. , .. ,,.. 
,-··. 
. ' 'l'r·--~· .. ft: 
.1' . I 
... 
· 1 • I• 
1•:., 
. ,..,.. 
the·~ ~xt·ensional· 
,.1~,1...-,,.r, f'' 
It 
'' 
~ ___=..::: ____ ,_,_=,.. ~u~- --"E ~ 
\~ 
. 
'\ 
• ·-.. ~1 ..... ":: . 
·, . 
'"-.. 
' . 
.. 
.. 
--
• I "t ', ··, 
.. 
V l. "'(' ' 
.. . . . ~ . is.~g+ven 
·.. • ,I• • .. 
· / 
. ~ -- --
-
\I ,• 
, . .;,,!-',., 
8 
""· 
' .. 
.. --!-:::::-"··----.. 
i' 
" 
l' .... 
. ! ' 
,\' I 
.. ' 
~j .'J,, 
. ' 
' 
.; 
.. __...,... 
y 
~ 
------ !" 
-------' 
·--.-·-··---·----·------··----.:-------. ----·-- ·------~--------:----:-----,--------------··-"·-· ............... -- ---.,,. . ---·-· -·-····-.. ··----·--···-------===----
• 
·o 
. . 
1---· 
. ' 
I 
. .
- ' 
.. 
•, 
\ 
.-t 
-· 
. 1 
.- ~ 
' / 
----~-~---=~--=""'v"""'~-·~"·==>=""-"-="'~~..s-=~=-~---,-~-,'l~=r=-=,rn.._.~~"'--':-:~~._.~---="O<--=-''"=-""."~'.;..,wm".'.'"".....,"'"7' ~~=·~=; 
· and the flexural ri.gidity (bending, stiffness) is defined · 
., 
. , . 
:,.,,,;,,_ 
,. 
·.111. 
, .. 
.. 
~· -
' •· 
, 
,· 
....... 
'. 
: . ,, 
as .......... 1. 
.. 
·' 
·-· 
where • 1S 
The 
"ilre defined 
·ships 
• /< 
E.e 
7<e 
..... 
• 
-
-
-
-· 
·-
-
-
-
-
-
-
--------~-- ... -- - - - - -
·1 == 
.:l k .t --- ,•,•, 
',,• ,. 
.. 
·~ 
·-1· 
\, ...... ,, .. ·.• 
~,' . 
,. 
. ' 
. . .
) .. 
•. 
p 
. ·"· 
·n r-, ri-
' 
t,, 
K -- • ·'\ -------· : ...... _ 
·p 
i• ·,. 
·~· 
• 
,r 
Poisson's ra.tio. .. I. 
~-
strain :appearing • in equatiO.flS 
. . 
--·-·-·· ~ -·-----
- ---------- . ------------ -
by the foll.:owi.ng straifi~displacemeht relation~ 
•• 
r. 
-~ . 
'· 
.... 
,, . 
~.J 
,, 
i' 
• • 
+ 
--
. · \ 
~ 
I 
;--
. 
+W)· 
-------·--
.~· '. 
.• 
. . 
.•. 
.. 
...... 
"'· 
, . 
J 
'' -~, 
•r , 
-, ;\, ··- -
. ~--.-· ........ ' 
'. 
,· 
.,. 
, . 
-t'. . 
"'~--
. .. 
··:.- .... , 
·, I 
I 
._ 
'j" 
r 
.,. 
,,, ... 
I• • .... :~. 
. . 
. \ ..... 
-:'-:--,,, 
·-
.' 
• 
..,. . 
I 
I \ 
. . 
, 
I 
~--------,~-cc:-'----~~ ,,,.,....,....,,,_,._ _____ ___,.--....,..::-.-..,.,,;,,c:---,-.-------~-----~ 
L •,.,, .... , 
-.~e) 
.. 
,......( I ~-, ' 
.. _ ... ·~'1· "'. 
, I ~ 
... .I 
.~ .. J 
~ T ... . ·, .... 
·. I ::--!·,•~-- ~..... 
.. - .. _.., .. 
,·. I • 
\ .. · ,), ... ,, ... ~ ... '\ 
' ... 
,- '' 
...• -·~···---··-··· ~·-·-- .......... _ -·· ........ ' ··- .. . 
~.~· .. ~~ ,. 
... :L 
. ' 
. ' ' 
., 
. ~-' .......... ., ,, ' '.·--e----~ .... '_..,.. 
···;· .... ~_;;f,~ .• ' -~ ,', f. 
.. 
. ' 
' 
( 
... ,· 
~.' f" •• 
,. 
,1r· 
> •• 
·-···' ... - ··--~- ...... _,, __ • •¥ ,....,.....,,.:..,;;.. 
:·1,;;, 
. I'. 
•1·1 
··- _......,._ ·'··'·· . ., -··· ... ,_ .• ..,... .. ,.. -·- . 'i.2.:..~ (···,'"-
'--. . 
, . 
-~'-''1',r 
. . 
,! -· ·-~s - ... 
I . 
;. 
·~ 
I 
... J .
.. 
'I 
j 
~~=\ .. :.~-~:....-~~,.....,., . .,....,,~,=.~.c-c.=,";·-:.'-,;,--.,i-c,:~·-:\""""'·---~~--~--,--!'~--~---.:-.··',"'·(:-·.-........ - .. '!!Jl!,$-, ...... - ........... ________ ..... 11!!1,.:,!1111 .. • .... - .. ,· .. ---.------------·····-• ~ I ,..... ',\ ~ • 
'' 'ti . ' 
\ 
. '_·, .... 
. . . , I ... 
. ..... 
. ' 
. 
.. ··" 
....... ":"'''' '\ 
. I .. 
I • 
' l'i\ If ' -, I 
'···1 . 
~I''"" ii 
' .. -~ 
·' ., 
I•~ , 
\' ... 
, .... 1. 
' " 
" ' 
' \ 
·: •• :- '! 
I"'' ,• • f 
l 
'· . 
·c.··.· ... · 
' ,> ",: ,':" I ,, ':, 
I 
.• '! 
.•· •, 
i • • ,,. .... 
.... 
. . . :._. ... ~" 
',. \" ' 
i I \ ·J, .. 1,t•H , 
i t. ... ',1 .... t' ... 
. ''"'." 
' .. 
. . /· ' 
- ' 
I l ' ,. 
' . 
·•, ~ 
't~-· • j.,., •• 
. , .... , . 
. '. 
O• 
,·· f' 
~,' 
' 
.. t'
. ·:i: .... ,;;1,,:l.\ . / ' : 
' 'I r•• • 
. I ..• 
. '· 
...... 
I ,
0
" I' 
.. 
. ' 
•, f',• 
,• 
· .. ,."· ~ .. 
.• -,o,.;. \ ..l • ., 
. .. ~.;,,. \ 
...... 
. . 
~}· ' A•' 
. , . t: ' ... ,..,. . 
... _,, ...... 
.. 
i ···-
.; 
· .. ,r 
. ' 
.'· 
C 
. 
.. 
,.,, 
. . ·, . 
.. 
... ~ ... ,,· l 
'1 
'! 
.... 
. ,, . ., 
' . 
•I°""'., 
.. 
.. 
·. . l 
. ·: , 
... ~ • .... r ...... 
\.',.•-fr; ... t: !.._.- .... 
•. .. 
• 1 
.. 
- -·---- - ~-. 
.: -
1o:· ' 
.•, l -
·--· ,, 
.. ' 
- ..... ,, .. , 
·-·· .J.. ·J 
.. where [ . . 
" -
L I.>' 
' .. ' 
·· ... i.,', 
. I 
" 
and t' directioris· r:e.spectlvefy, ·,and ~cp 
: ' 
' .. 
t I 
-.... . . ~- . . 9' ·r., 
.are the 
.. "''• -
lir 
. . 
,' ~ . 
' 
.· l·' 
,.,. '• ' 
_ .. ·1.· 
,, ... 
... 
. ... ·., ... ·. 
- . '•, 
; .~· ' '?, 
.. t . 
·:. ~-\'1 
' :.-·. F.~~ 
. ~~-
-, ~:~ 
, . 
. .,. ,.,,. 
I'' 
. - ,..,,, 
·., .. 
,~ ' . 
. ! .. . : . ' 
... .... ~ . . . : ' ~ 
..... ., 
.. ' 
~. · ... ';, ·. ·- ......... _......... ,· ,.,· .-_ . > 
· 1F'.·.· ~· -_ •,r •, ;.:,~"-f ·I•""/ '1/ _• •· ~ · - • • • I • 
- '-•---~· -----·- ---·-------
.... _ ...... -:;=-·:=.··~·.-:;.:,;=::.;.--" .... _=-=-==-==;:..:;:_..-.. "-"-···---·-"~01:-at:io'frs--o·fa-·norma-I ·t:o·~"ttie':--=-s}ie-1=1- -.-iri·-- -the·----~-- .... _ and e -======::.:'=:=:=========:==· ~- . -----~-.-,.., .. 
. '' 
. i j. 
1 /, • ~-(.... . . . . · . 
.... --d-i-:rect·io·n· -resp-e·~'ti ve:1:y-~----· .. -··---'-c·--:·-----~---:---~-------~-s- ·-:----·--.. ~--,- ... , -. ------l - . - C • .-: ----' 
·-----------~-""""'-·;-•~-_.,,., ....... ,.,,,...,~~ ... ~•:,."""'"""''""''"'ucn-,c,...,_~_.,-,.,,..,....,..,,.,_,-n,i.v,"'""'"''·"'"',._...,,,,.,.. ... ,,.,,,~_.,,,o .. :;-,;.,~·:.a:"'v.", . ,,,,..,o,rv.:·,.~-.~v-i1r"3."."!!.r.r:,:i.,u~"'=.e:l/'""'''OW<Wl.1;w;a,zri,~">W:t'.Jlr...,.,...,_l:Pllv.llffllr.l't~~~-----,....,_,_tolllol.'I-•-•- ----~--......,__'-'---------------· 
i . 
I 
' 
.--·~ ,,-\1 
' The sets of equ·ations (2. l-2. 3) · must n·ow ·.be re-
duced to. one differe.ntial. ~quation gov~rning the radi".al 
. 
. . 
-, 
\ 
.. 
• To facilitate m~~ipulation, the 
{ . 
.Kirchoff hypc,thesis is .used, 
.J 
..... 
i.e. ·that- poin·ts on a normal 
'• 
to the midsurface of· the. S);?here .. be,fore deformation remain /' 
' 
' _ ..·. 
' ' ; . 
r ·~ r( ... 
l 
~- ,-; 
' ~ 
' ·-
~ : 
; ' 
on a normal of the deformed midsurface. ~he result.bf ........ . ··--. -·· ---·------ -. -- . . -· ·-- -· -. -
.. - ·- . -· .. ----,-- --------=·;.; --- ~-~ _,. .. -- . -----~-r~--
---·------- ------:---·--.;,.... :--·· ... ' -
-
-- _\..... ___ ---- -0·-··•"' ·-
". 
,' . 
. ' 
J';, ... 
. -:,:-
' ....... 
' " 
,J~ 
' ' 
- -~ ,·· 
I, . ' 
' . 
I . I 
.. -- _,. 
. 
. ", ... 
. 
•, I 
,· ....... 
I ~ • ,.: 0 C >-\,1' 
. '.' 
·-- .. ~ .... --.' ,. ,.- .,...,,-··4, ·"~- ., - - -= ....... '·· . 
......... 
this assumption. is that the transver.se shear· stresses 
Cannot produce any :S·hear Strain• . Consequently I 
.I • ;: 
. . 
• 
-·. 
0 (2·.4) --
... 
' t . :tritrpducing the following _aux~liary functions 
· .... :-
.. 
.- ~. 
"-' I . • . .:: 
.. 
-·\.. 
·'>' 
... 
' .. 
• 
... 
, 
U.. e· =- ..O..') e <.bC ~ 
' 
,, 
' '. 
-.;.--
~olving. equation~· (2 -~J , -~nd sub-
• 
' ·. 
• I ' --
e qua t 10 n s 
. ' 
,: :· resul tan ts ___ be-come~-- ~----" ------,;----~---·-.:.V- . ··- ... ·--·---~-· -----_ ' -~ - . ' - -· -.. --.. : ,· ~ 
' ' 
. ' 
' ' 
' , >. 
c' I 
• 
. ·~ • .. 
' . 
.. -~: • tr; I tl•• ~- -~--- --• ----, - .. --~· ' • 
' I • ~ •. -, • i 
j 
-·---!..\ .. ·' 
' ~-
. ' ' ' . 
. •, .. 
-! • •• ' 
~ .' : . I•. f ,i"' 
r •',. "' 
. •, I 
'' ..... 
, 
·, .:,, • '.·.· . ·.111.. ' •, . ' . 
•' , ...... ~ ' ' \; I ' ' ' .,,_ • • '. 
. 11' ,·,~:: .-~ -<;;.~_. .··' : 
. . •: 
'' . ' J ,·. I 
. ... . 
; 1 ·_ ..... ~· ' . 
... 
.. I 
.. .. 
' /' 
' . 
~ , ··, 
,• .. 
~~ .. , .. 
. : /' · .. 
'. ~-·-. 
~'1') 
I " ,, 
-.. ' 
' ., ' 
. L ; ' 
' ~~ , . 
.. ' 
'! 
. '' 
. \,,' 
.•- ~---'--- --·------·-
: •••I ') • 
. 
\·, 
,\ ~ . • .. _ 
..... 
.. 
• 
- ;;, •• .r • 
··1"-· ~-[~. 
• 
~ !!._"If. •. -·-· ---~--... "- ·-··-·--.. • 
. \ 
·-. :·, - -:..·~~. 
..:... :i 
' I .. 
J • 
.. 
I 
\ 
• 
' . 
•. 
., 
-~\ 
; . 
' . .. 
.. ~ i .. 
• 
~-
f' ,. 
. ' . 
. 
.. 
.... ·i .. 
' ' ' 
I , 
. ' .... :. .. 
I , ,. • • .l 
\ ' 
' 
. ·.J . 
.' 1 ' ·--···-'"····.·;·· --· ·:-··- - - ... 
-I' ~- --: .. ~~ •• :':.....•-~• _ _:_- - : ·----·; , .... , ______ , ___ -;" ••:::-'-·---- -~:· -~--------- -- .·-:---- --.- --• ___ ·:-•J+-'.-•H•---·-·--~---7'--;-.~------- • .. ~ ...... -~----.--""'7•-•--:--·~•0••••---r•-;--.-•-:---,;--·-:-:--1~:••"-••·•-·••••· o+O ·• •O••• ..... • 
"\ ' ~ ' . ,,, . / : · .. 
' . 
. ' ' 
·,· . 
! . . 1..,,11 
' ' 
. ~ ' 
./ .. 
~.' \·· 
. ' 
,;, .. 
I ·• . 
. .-*·' : 
. ' 
. I 
. -:,,· 
' ' . . ' 
I \ • ,' 
' 
\ ,.., .•. I I _... • 
- i , ~ · I. , i / • -. - r··· ~ i' . . .. ~\: 
•;· ... ' - . ·.}-.. -:··- . . - .... - .. . . : '·,t . - -. . . ' . .. . . -'. • ..... • ,. - ·. I ·-· -.. ' . I • ,~ 
__ - , i. - r· . -.. - . · .... · .. --~· J; .. ·~ .- , .. • • . . ..... - ; - •. • __ - .. ·- .. , -- . / .... . - ~ 
-- ' '
1 
• .'., r ·: , .. • ; ~ I . . • ' , -1 1' • \'. --\rr .,.,,-,,: ,;''f:~ , .'>. ~, ' . , ·i, 
.... 1.,. ' ~--. •.• • . I .· . ' ~ '.i ·- . ' I ·~ ..
•C'-,\f1 ...... l. '. ···---~ ~ ', • .. .• , -... --~··· . t, • '., ,..-- t! Ii 
-I I J_ \.. ' , '~ , ' '" ' ---;r;...~: ~ i .-:a • , ' , • ,,; ' ' 'f!;. 
.... '~ - - .......... ., - ·, - < '·, ' .... . . "•t •.) 
a'. II . , . f-'1 
.... r~•~•t t·• 1~ ,,, ·•1,,.,., I ' ,-. ! ," ' -'l":.~I"', • • '•, ;. • ,.., "' '' " 
J • • • '""" r° ' .. • •. ' . ' ' ·:-;·.· I • •• I 
' .. - ,.,., .... ,...... ··i - ' 10 . . - ' .. :·· 
" • ' j I > ' ... , • ~-, 'i • ............ ,, . • I • ' - :__ -~ / • -,. "T •
1 
"• -• -r. --.--· "'" ~- • ~ 
:~ .. : .. _/_~-.~ . . '"'' ' . ·.\ . . . ' . ~(. . . . ~-' . ..,._ 
. ",. __ . .! __ : . r' . ~ct~ Kk,.b>~l1L+~\-,l)1'.~+~~l':~)~~~'t-t<t> ~~-~~t-~ ~l\-~\A,~~1-( · ..· . .j ~. 1:- . • • _: f 
· . 
. -
1{ 
;~~ . . --
, f ····-L-:- i .. , 
:;1 ' ' / "i ~ ,c. ;·· . "; - . ' ' \ 
' . 
. t. 
' ,, 
-=~~~ ~ ~~~~~~.~~~~~~J-=~~~~-1: 
,, 
• .. 
....... 
-- .... 
... . 
~e=D~ ikz \J\e +~1\.l~{\-'U)\.l1~'f>-~lH'.U)¥J 
-.. 
... 
~--' . -
l 
. ' 
r 
' ' 
- ' 
·---(2.5) 
, . 
.. ( 
- ' 
. .-
. ; 
i 
l 
;, 
• (·-;. 
-·· ---i--
,-
' 
-
:! -... 
·i · . : .· t*ct,e=\J~ ~ 2 N\~e +\'~-v)(2-'w,~a ~q>-2'1-lle Cbedl c.o~~)-
___________ .:· -------- -:-·--- -- --·· -· - - . -- - - •. ____ ;_·_ - _.____ --·- - -~· ··f· -·--:·· ---· ---· -·---- -------·-· ---···- ··---· 
l 
. -
- • I 
i 
- - - - - -
,• . 
I 
;:,,,. ' 
'l - -~ 
·., 
\, . ,. 
---. ----··--------- ·-- . ___ __. ____ . -- --
. 
. , .. ,, ..... ,. .. .. 
... ~· 
--1 
;" •• '\it 
. 
.. .. . . . ~-~~ ' . ·•• 1•• 
,, 
• \i' 
i• 
. . 
-. 
; t .. ~ I 
' ·1 
...... 1\. 
,_ 
JI" 
. ,
-, 
I -
I 
/ n2.· = ( ) -+ <. \ · - 4·:~ + l )>.ea· ':M-2.~ V 4 ~ ... -- > ~~- \ J1 <t> CAJ\., "'i' _ · ~ 'f' ~here 
. . '-- - .. . .. 
' 
Solving the fourth and-' fifth eql1:ation~ o·f mot·ion 
< <+ 
~. 
(2 .1) for Qq> and Q.e -~- . .. respectively, and substituting 
•... - . 
the results into the first 3 equ~librium equations,. re~ 
. .. . ~ .. 
'sul ts in- the fol·lowing sy:si:em of equat~o~_s 
. - . . 
<. -
- .. 
. . 
.. 
l ~ 
' -. 
1 
·..., 
' 
<v:0.\~"T(\..;-u)ll.,q, ;.(\-4-'\))W\q, -\-(,+°\>)'\l.~~-v2 '¥~~ 1 
.. 
. ...... _ 
.. 
---- -- -- ~ -- ~--· . __ '":_ ... '_ -
,· 
. •-
'-
.. 
-. 
-
-, .. 
"""" 2. '\>14> (()().4 ~ t \ ~ U ) '\'H)8 c.z,iq> ::: 0 
{ 2. €)4, 
~· I ,•-~ . - .... 
I. • •• , 
' . , . .. . , 
j ,. 
lt .. ... .... . 
(2 .• 7) 
i 
1 
···- • 1 .. ,. . 
. . . 
. -:.-·-··," --··-·---~-~ +· J • .:.. ____ :.. •••• _ ,··-. ,"ii' -
I • • 
' .. 
.. 
.. ~ •. \. 
. ''. . ' 
.. .. 
-· ·-· ·--, ' ~. -----. , .... · -~- ' - _._~--.~--=---·-·-·-··-
. 
. 
• I 
. ' . 
. {2. 8 )i 
,.. ·~ •. 1:. !' .... I .. ._ I 
' • '" ' • JI .... 
'···- :.- ·,,., ~.,,.1_,.,....-w-,:J<. ... , y~•"-" ·-·, ...... :-=.,~ .. ...i~~r .. -, .'~"·•·" ., ..... ..._ ......... :,"'···~ ... -.· ....... , .. '• ~, ..... ,, ..... , ......... 11·- r~""~ ... ~. ··,:'\c-·• ,""· " ·., ,, -.if. 
,', . ., ' . .; . ' ' " '. :, 
~ 
. .. . ' ~. , ...... . 
r 
.. 
( - . • 1,. ,- .. ' ,. 
.. 
• I.- . • , f -~ • ;I •, ,, ' 1 ' • ' :. , , 
\ ~ ' -~ ! , ! :.... l I • ' •, ' ·1:.,:.;....:: 1 
' 1 • II ;:,_.-, '/' ! ,!j 1' : ': 1 • \ r 
• .. ., ... - ·11 .• ~... ,· • • , /M. . ·~ ,. i. I .• / . 
. ~,;~~,I,. ,i"':'. ,,, ''"~, , "I ,'_ •. -, °'l'•:·,"'"":"::., .. .,,, .. ,,;,;"':";''':" J f' .: .. .,.' ·, , , , 
• . 'ljl' ~:'''t. ,.• ' • ~--- I ' . I 
. . I; 
" '' 
. . -
' ~ ' ' . ' ... 
., ... 
.. ' . .. : 
>, •• 
·' ' '.',·l· . 
' ...... ,, 
I .,_ •. , 
/ ' . 
I. -
. . 1 
I 
•.'. 
. . ' 
. ' 
'" 'i ' - ' •; . 
, .. 
' . . 
' 
.. 
,,t • • ... 
. ,·, , 
., j. . . . . . ... :. . ii' ' ~ " ,· •. . .. ,, I • 
; '- ·-
' . 
.. •. --·-··•"· : .......... .". ···-·r:·-.·-: -·· .~ .... , •. _ :::.. ....... _. ..•. - ... :.,-··-·;•-·"' ...... :_ ... : ......... -····•-;-. --:--·- ....... _.--·-• .· ... : ;, ·. ··-- __ ::: .....• • .• _ ... : .. ~!-.d·:JI ... :. ·:·.·;·-·· ~ .. -·~····"·· .• -····-- - - • _. ....... ' . ~-~·•-;···-·-~-···· - ,... . , 
• ,. . l~. 
, ' ..,r 
I ~, ... , ' •.•.. ',., ... .:. .• ,.~ •• • .••• ---·'"· ••.•. .,, ..• '·•; • . 
-: :·-,-:-:-::.-"'·'"----'-'--'-'•"=····· ..... ,,. ..... .,, • ..__._ ...... .:,.'.-··.' ••• ' .•..•. -···-· .. ,., .... --··· ' ..... , •• ' •·· -:-····. '. .. -·· _,_ -··· .·.·.---- •. 
; 
r . 
. .,, 
,;a··~ "-~--->,- ·-';'·- .~.,...... .. . ;:. -;q~. ~-...... ·, .. · . ." '•'••~ ,.,.,,.·~,c . .<~,·-·> ·-· -• .. •• 
.......... 
,·~, ' ,, 
'... • ·_t 
I • 
. r . ·. 
., 
... 
.. 
l• '':'·'. : . '.~ ' 
. I ., 
. .. H 
' I • 
.( . .· ...... ····; ,;•. , I ' 
,· 
\'-·•· J.. 
,) 
' .. 
'\ . 
·.• 
'I 1., 
. " 
·,, ... 
. \ . . . . 
... 
"'\ OI 
'' 1.,,. . ' 
.. ·'"·r··· ; . 
. . , .. 
·' f ••• , 
. ·i . 
' 
,,t,• ., 
.J,.,.; ... '"'"1. 
. . r , 
-~/_,.· .... 
\_ . 
·~ ' ;;_,; . 
. r .. . 
i' :: •.. J.!' 
..... 
; 
'. 
~ .. --~ .,' 
·\' ~. ) .. ' ... . ": . 
;..,.,;---------- -.. .._ ___ ._:_ ,· ', 
. .-,.. • . td - ----. 
. '. ' ' . _.. ~·-.· . . ' . \: 
:.t' 
" ••• f' .. ,(' 
' ' I··----·· 
I 
'.. I •' 
,• 
···'--,/' 
,• , 
wher·e, the·-.quant.ity 
.. 
' . •·· 
. . 
' I 
. 
..... ·- ... ,,,_.__ 
. . (' 
,. 
... 
' 
• 't' •. 
'· 
;, ·' ' ; __ t:• "' ,, ... 
. . 
. : ' .•.. 
. ·. ·.l ,'!' 
. ,. 
J""' ~-· ,,f,I',, 
. . 
. . . 
. . 
........ --· ..• ·,,:. _,.._ - ·.· ...... ,,.:-,~- --.- . -- . ',""': ... ,; .. ' 
. ' 
. . ... 
. ·•·. 
- ' .1•· 
-~'- . 
J _ •.•.. ___ _. ,... I .. '· ...... ::('<" j ·, r . . 
' .. 
.-· 
__ ,,.,,.-
v~ 
/, 
:. ---4"--
' 5~ 
. . . . 
..... " .... ,. ...... ,. ., 
- i ' 2... . 
l 2. ~. . . · -···); . \··· -.. 
. ·,· ·." '•. . , -:-;al.._,
~ .. 
• 1' ' 
l ·-~"-• •··. . •• •· • 
' _ _:__.,.-'-----:--~--·---'-----
····---:·~ -- • T 
1 . ,______. 
~ ':' ·-=t -·--
' .~ 
:• :61 
·,' 
..- 1. 
•,,. 
•, 
·> . . 
'. 
. . . 
•• 'fl. 
r• 
• I 
. ~-· . ". 
·-· 
' j ·• 
.. 
. -~- .. -,, 
/ 
~<' 
.- _ l_ -· --·_. • •. 0 _ •• ~ "· • ,.-,.·ccs~-"~-c;c -·,.· .. .,c::=·=:::·\=···~;=;:;;;;;=/=· . -. -.. _ ___,, ___ :\:~;;,,,#' ' ". :_ .. :· ·_ -· .. --= · --· -- - -. : , _____ .:_. _____ __: __ ,_·___;_·~----- -__ :_- ____ ,.-=.._, ________ .: ..•. - --· --- -· ___ :.. - -· ---=-----·- ,.,;.:,.- _____ ---'.J__:._ ____ _;_ 
------..-..........---·----·~·~~--·•••----·-----··-·---·- ------·--...--..-·•• --.---·--··, ,,•-•••··--•-•M• •••·,~.-.~- ------·------------·---
- ~---·......,_ -- -
- and_ ·the: approximation ( \t 'S)~ S has been made. 
.. , 
t· 
· .. 
' ' ·:-·... • J. '• 
.. ' . I 
': •· ._.' - I , ... ~ ,. ~;' ._ f, , 
' . . , . 
!- ---'"i---
I> ~ \ .. ,'I 
, .. •,. 
~ - ' ... 
. -
. ' 
.• 
r . 
• 
----.-----·--·r ·-· 
-----· .~,~=~==~~:· :~;:~~·:.~·~,.~,-.:=~~1~.~ccc~:~c.:.,~~,,,~c ... ,·=·~'-~~~=~=-~:~~-.-.,.=~,,-c~.=:~--~::,·.:_~--~~--•,=-~ .--~~=~~-~=-=-~--=~·--~~-~-===·~7=---=rn~.,=~•~=-==o==m=·=:;-:==-c . .:-~ 
=.~--·=·--·=- ----- - , Iritegrat:Lng. e-qu"a·t-Io-n ( 2. 7) , differentiating . the \) ~ . ' ' •-2':-.. ...... ~--~· .-:o.:..J..-2-· ~w;T,7i".l;;,-,····~c:t7,, ..... , ..... :;.;:..,v-··-·==-:..----~-
.......... I . 
. -.~ .... , . 
.. t- ~ result with resp·ect to· cp I arid' sub:tracting the result 
, •• "r 
r I }• .• ' ,, 
' . 
. "i, \ • -. • .. -
.: ' . 
-·-:- -.. •• -· -~ 1_ • 
--
from. equation (2.6) yields 'irrimediately,
1 
" 
... ....... 
i 
' 
.1 ' 
·(-
' · .. 
__ , . 
.;,.\. ... 
. . , ·" .... '.:.. -· .... " . 
• 
C.,·. 
. 4'I ~; 
;,.._. 
·To· eliminate the (W~+l~e) . te·rm· from equation 
' 
-~ 
-·----···-----
· ________ · _______ (-2.8) --- consider. --th-e---f-0.l-l.o~ing"---s-tr-a-in--c--0rnponen-ts-1---·-:--..:-.... --· .--- . ------··· ·-----:....-. ---,.. ------· -
. •. 
- ' . . . . -
• --~-- -- --- - - - ---
E q> = k (U.q,,4> +\V) I 
' te= k (U..e,e toe.(\>+ U.c\> ·u;t <\> +\,J) (2. lQ) . . 
.I 
, . 
~; ~~ +~e_=k \U.e1~-U.e c.o\.~ *U.q;)a ·Goe.~) .. '. .. .: .. ,.-- i ·"' . ... 
·' 
.1 
,. 
I> Elirnin.atin_g U.~ .and -\.le . from. ~quations ·"(2 .1-0)~--
/ ... . ~ .. ,.>-, 
.. . - ~ .. 
.. 
• ··- - ,. . . - .. ·- -·· - ---- - - - --- -·---- ... ---;-----~--~-4"- .. ~ ..... -~.-..&JI • 
:tb.e . f·ollowing compatability" __ rel.ationship is 
' • . I' 
db·taihed 
' . 
e .• ~ ,. ,;,._ • 
. -- - . "" --l~ JSun~ ~e\4> =::.{ ~(\>E.~>~\'~ + -E 4>. \ee- ~<\>:~4> E.4)14,' 
{ I 
. ·'I- --· ··-- ~-----· -
// 
,· \:.ti·-~-~,.: I' '.·. =s: -.·. ·.· .·,· ·.·. · .. ·;,:; .. -·.,, ... -.. :: .. -...... '••. • '• • ·:,:_t;,:; • .• • :;I ., r • • ·• .. ;: • .,._, __ _ 
I , • - ,· . . , +2~~ ~"°-k~;· (V"2.+-z.) 'w (2 .11) ' .- . \ . . . . . . . . . .. ',·\, .• . .. . . ·. -
. ·• 
/ ' 
/ 
)' 
. i 
~. ' . 
' 
. 
·.'··. ·.1·1 
; . , .r_l . ~ . . --,,- .. ···;,. 'tl'C. . -. 
.. 
. 
. . 
' ,. .. 
~ . 
. .. 
. ~ 
u·s_ing Hooke• s Law, equation __ · (2 .11~) 
. ' 
.. 
I 
/ 
/ 
can· be ·written 
... 
., 
. 
~-
-~~- .. ~· )' ·.. .j"" . .- . J -: ............ ~ ............. ~ .... ·. 
'• .. 
, . '2..(\+'\l)l~~W4>e>e)1cp-=: [s;tq>("$~))N:q>\~1)4> +(~~-"\\~e),ee 
-· 
... -~----- .. ·;, ; ..... , --·· . 
' 
.J ...• ; • 
. . t .. ·-
.. 
. _" __ ---- ~ ... ... , ·--,-·· - -· . . _·::; _____ ~----~-:..- .. ~-~(.2~.;-12)- :·-··.,· ... - -. 
~~,~+(N~ -'\lije),q, -4-2l~\>~"\)\{~~~ · ~ ·- ---~- ~. · . . . · 1 .. : '· . {;.' ~---. ···. I. , . 
-0.---- --- ··--· 
. -: .- . -- " 
.-.. ' ·.:·.- .. 
''. ,. ·. 
" 
.. r-~.1-,~ . "''. • , • : " • . . , • / • 
. .. ".. .......... .... . " . ::(" . - . ' ' ' -1 
_ .... ···,::··:'t.1-:, .... -
.. 
...... 
. ·J '.' . 
- ··~-· -- ... _...,.. - .. .,. 
.·t. ,.·_· ........ 
.. J ~ ' 
,._, ,, .. ' 
. 6 ' 
'i, . ' • ':',.~ . ~ '', ... ' .. 
:" . <· :- ' "' ,.' ., 
' t ... -
·•1. 
' 
• ' ' ·1:o ' ' '~ ' ' 0 j I ' 0 ' ' ' • • o ' 10-, ' •' < ' ' ', ' J ' I ' ' ' ' ' < 
'• . 
--~ . 
• 
-·- . ,,_·, .... - ........................... . 
. . - ·. _,_. - . - t)k·t\-~i.)~q,(~- +t:)W 
.' '•, 
ri, , 
~---c-"-~-, ... ,, . 
.'';, · .. ' ·', . . ·~• .. , '•' ' ' '.' . ': 
. ?-·· .. :: ;~~ll/.~~~· . 
·- .• 
1,· . ,f 
~ ,- "'···-1::• •• 
. •' •., 
·)·· 
-~:·_ , ... , ... :' , ..... 
;, ·;· .•- .. 
•, 
. . 
·"' '. 
' ,, · .• ~\\-, t~!,,l<'il~ • '.' ~ · •.. , -, • :· . ., . 'I ,, 
" •. • ,, ; '• \, • 'i. < .~-\~ .. ,{!~ 1i' 0': ..., 
•' . ·f. ' ( . , : . 
t' ,. l 
. . . ' 
. , ' 
:· ·-~·.1 __ ' .. ,.'., ,_ ·.-f ', 
'. 
1 ... 
, . ) . ... 
\ / 
. . 
,· 
r· 
,• 
.. 
. ; 
' ! ' 
! ' 
' ' 
' .i 
I ' . - ---'= 
,. 
' . 
. . 
I ',' i I .._' 
' '• ' " .. 
' .... 
~- ' . 
f, ' .. 
. ~, - -
.. 
• 
,._ • ••• ·••• I 
.. 
.. , r , .. 
' . 
; 
.... ,., 
·, 
· • 'I ' · .1· ., ·, · 
.. '\, :. .· 
. ' . 
• I· 
,·,, 
' ' 
\ . 
.. . 
"" .. 
I, ! -,..;.. ,· 
~- .. 
'• I 
. ..... 
.. ' 
··, 
Iii.. , .. 
.·. ~ I. 
..... 
. ·! 
I 
. . b ... ., 
.,, . 
.... ' 
.. 
' ~ . 
,, 
... ",,. 
, .... ,,.,. 
. ... 
'Returning ·.to··· eqµations. 
.~ . .. ' . . 
4 ; 
·,, 
1•-1 I',-• 
~ .. 
. ~.; 
,I ;,,· 
.,_,....... ., 
. 
. . 
·, 
·'' 
' . 
ti 
. ....... ,' 
,: . ~
.. 
. . 
I ' • '/ r • -, t 
, . ' -~ I • ,.1 , ;-·h, ... - . 1 (2 •. 11 , we solve,. th~ .. f.irs~. 
• . ;, \ I ~. 
, ' 
( 
• G. 
. . 
:,l · ' .. 
·. ,·: 
subst-i,tu·t·e the results· into the third equation -with the· 
. -~ 
/ 
~ .,.~ ' ' . 
I ~ f 
- - r • ~ : . ~~s~lts: . . ' . ·- -- .·~-~-~--~-~.~~~-:~~-~~-~J 
·- ~ .. :;.:...--;;:--."';::;:,;;=-.,-,;:.~=~..!IP-=~~~;-:/i:.¢.o':r.,,.".,:...,r,=;i4o~~:;;:;!,;:-:;,:';",,.'•--;.;·:•~;:,:_,,:;-;;~ .. ;·~~--;.c:_;:.-;.·;:,;~r;·,:;-i;c.,-..;.01:: • ..;..c._,..l\U.Jv.:'i:l.";."•~!:.,"":",;..~~~•~?~v~'::1':,:JJ...'.\t;~ .. .,_ ... - • ~ -. ' • • ' .• r:_-. ~i • ~-~ . ..,., . ~ ... , ... , t 
h 
/ 
) 
"',' 
. ! 
I , 
·., 
' . 
't:·· ·-..·..:.·· 
,. 
• 
·~· -
• 
.. ... :) 
". ·. 
. ' 
,, 
: ,. 
\ 
---~-- -~--· ··----------~---~~-
' i 
-= -2.(~<t>N~,&~,&\q> 
( 
Sub$ti tu_ting: this res·ul t into equation 
resulting equation is 
... 
•. 
. " 
---'----~- .,.. ___ ,- . -~-----·-~-,.. ·· .. ~:,;~.'"'-0 .--~- ~ . 
-~J ... • ... 
- - ~ -.-· -,. ' . -
. •. 
.. 
:·., ·, 
•' 
... 
(~ .12), · the 
. . .. . 
' i 
i:. 
• I 
'· 
.· 
. 
; 
,· 
F 
' 
, . 
. 
. . .. : - --··--~-------+·--·-·------·-· -.. " 
)\ '::f 2 "'"2). ( N + + N et-( h \{ t ~ ~ + 2.\ \..J = - t ~~'\)) 1 t- ~)_.,..___~ __'...._. _.______,_------c-1(-2f----._ 14·1- ------=-· .,_____ • 
• 
I • . 
Eliminating (Nq,+ N~) 
( 2 .14) , the result i's -the governing differential ~quatiop 
for the radial· -displacement • 
where 
J,: ..... 
. ,. 
. ' 
-· .. ~-- ·-· ' . ~ ' 
.• • - t - • • . :. - ' ;. ~ 
. ·: 
.. 
.. • la 
. 
•/ 
'-. . . 
. 
' 
., 
• ..!. ,i '... -
.. 
' . 
' -C,= ~~ 
. . ,, 
·•· 
C2_= L{ + S(l-"\J<) ~ S ( \-1l·2) 
I • 
, 
.C~=-·4*·25l\~-Ui.)~. 2.i (.\-"\)2 ) 
... 
.-
· ... .-
I'., 
-(2.15)_ 
' -. . 
. 
.. ~ 
·.- .,;• . 
. . 
... -.:--=-. 
.. 
I 
.t 
' ,. 
. j 
' 
. ' 
•· 
' 
.. 
.. ·- ---_ _-_ -· ~- -- - - ---- --~--'---,,----':7,~~ -.:---;;..--;~-.-.~-----. -~- - -~,.; _____ ·-· ..... 
' 
. ., 
. 1 
1' 
• t l 
. ·'I 
.. 
-...... . ..... ·--- ....... ----
.• ""'J"~' ........ ,. '"'_..:.""'.,~,· .• . . .. . 
.,.... . 
. -~ . 
' .. ,,• 
.. .., 
l . .,· ..... 
• » ~I 
.. ~ ' ·, 
• ~i 
. ..... 
/.·.· . ·./ 
~-\ _ .. 
>\"'•\ ~. ~' 
-~·"'··.r --. ;, ;,11,, , ,;,.., .,,,.i. ~·'..>:· 
,· .. ; . . . 
. ,: : ··r.'.'.-1, . 
,, . ··. 
- - . .i,,.... 
. . ;' .1·~. • . 
. ' :-... ',. : . : : 
:~-,~-:.-!"·'-,.·.:~·::~.'.~; .',{4 
- • • ·-l " 
... ; ,'' . r. .... : ' ,. 
· ... 1 
' ... ___ ,,,._:,. 
.. 
. ~. 
,·-, ''" 
-··1: 
. - , . 
·~ ... ~ 
-~· ·~·· .-.;.. . 
•' t· .. ' I 
\, . :'·· 
~- . (: . 
. • 
' •' .,: I , , : • 1 ,-, -
.. ' .. .. 
.,, .: ...... ~ •.. --- '\:i, ' ' 
....... ,;.· ·,. 
. ' 
. ' • ' . tJ; \ ·,,, ' t.:'f· 
. ·~ ' 
.~_. .. 
. . 
/: 
/ I ' 
.. 
. . 
l .~ ' ' 
.:... ' '" ,,. .:::· . 
. •o , . 
'· l 1 
. " 
. ,• . 
. , •.. \y:- ' 
. .... ~ "'-· .... 
:, 
l 
I.. .•.. :,· ': 
• j ' 
-_1.,.. t,· 
I •,' '• -·~ ' I :• ', /··: ' . ·. . ' .· { 
1' ~ , • ' 'I f 'l . . 
.'.I, • • ... 
. ' . ' ' ' . 
.. ' . ~ .. . . " 
'. 
..-,·.- .-----. ·-· ' '·. 
~· .. 
-, ··-..... ' 
. •, 
I . , , : 
' .. ··, ~ -., 
I •• I ' 
... ' 
... •. ' 
··- .. ~1~----..: .. _ ... ,.. __ ~_ .. , __ ·····---._.~~·'.·····-:··--··--··· ..... '"~,--...:: .. ~--:._ ---.~-~···-·-;:..!..:_~-.:· .. .,_--; .. --.---~ _:1·_, ··~- - ···-·----. -· ·-··,-1- ..... "'. -· . . --~--.,~--\~ ·--- ·- -
-- ·-. -···-.. ··-. 
~-1 ,.., '- .... --• r.,. ' 
f ' /' 
.. . . . 
,• .. , . ·.~-:· 
-~-' ... ~--- · .. --~---- ......... -'-·····: ... -· '-· .'.. ·: .... ·' __ . ---~: ... :.'. .....•.......••.. :'. ____ ,_, __ ::::.;: .. ~- . ---~· ... · .. ~--···'"•-:.,.:.-·.:_ ...... ·,-- ... : ... . 
.. '~'- .. 
\ ' 
l 
. . 
., 
...... 
,..:"1. 
i 
, . ,· \, 
~ ... ', . . ,, 
". .. ', 
,., ....... -...ii,. 
.. 
.. , . 
. t, 
'; 
• • . 
' .,. .• , .• --····. r·1'··-~-,._..,.. -···------- --- .· ....... "T ,-- •- -
, ... ··r-
, ,,,.,.:,,,,1 .......... 1;;1,1 •. ,, ,-
j • • 
1 
---~-· 1,_. 
.. If the 
I 
'\ I ,..,./ 
,,. 
. • "' I 
I • . . 
• 
' :.,.· ....... 
. ,. 
.. 
' 
l 
' •r 
. ,,_ ..... 
-l!r~ ... - .. 
' •-, ,, 
' ' 
' 
,, ~·· 
. • ..... ··--~~~-¢" -k~ ..., _____ ...... ,,,__.-. ~ ...... - • -_,_ __ " __ --!,_._, ~ ..... .. ...... _ ••• ·-
,... . ., ___ , ____ ---- __._, ___ ------ .. 
. - . 
• - ··,, .- '1 -··--···-··--···--···'·- ..... -·--····----,. 
~ ' . 
:..\-
. 
'I 
'.,,).· 
· ... ·.~~-
..... 
.. , . l 
. .. '. . . .. .- .. 
::., .... ,, 
, ... ":'" 
, . 
- ... ,. 
·-
-~.:':.;.;;.:;--:-; • -•'"""!- 1• ~~- - • I 
.,, 
. . . 
"" ', 
.... ···'" 
.. 
.. " . . . . "' .. . 
magn.t.tµde .of _.-the ___ unifo~rp.ly :ai·s·tribu~ed 
...... --- . . ' \. '. 
' ' 
. . 
.,, ·. 
I'• , .. , ... , 
'\'·. 
• 1S 
. . ,,,~.,-" 
.. · 
. .. 
··1',-_?· , .. 
· ..... 
~.· 
load t'o 
.i,. 
( .. . _,.,.., 
... -,· 
/ 
:· .· Suf.fiCiently. large~ stat\c buckirig may:. ,Q99µ;,.,J. It is. . . · ··,. · __ 
' .... ... • . . . . _',.__:____ - -------··- . -- -~-". • .._ ... - •..:...... ____ ·- ------ --,-----------:..:__:_:_~.----4~:~_'. ___ _:__'· --/--~- ~-i .. i·'.~, _. • __ ~,_,:•,·.:_ ... _.·.:.:,· ... -.··.·.··:· . --- -- ,: '.,,,,.~:,;,.•., ·-s'. - ·--.-,-:..._;;;.;...:....=.:;~.....=..::2---=:c::1 ====='-'--..,~--"-----=--~· ~,· --- . ·-·- ~-·-.·- ·------···-·--- - --- -----·----- ·-· -·---·---- -- ------·· ----- ------- -
:+ ~ . . ·-· / .•. •··· ---· ·r 
' .. 
neb~ss~ry therefote.~6 4etermine th~ critic~l 
. r . 
• it- --;-
·static· l_oad ----
. ' 
--- ·----·-· ···------· ..... __ ._._ -. ·; . .. ......... ---··-:----- ..... ·--------------·-··---·-··--,----· ··-----~----. -----------·---' _.,_ ·-··--·'--- ------ --~ .. -- "ii;;-. 
-, 
= ~"'"""~. =~-=9..Il d" .. =·re st,ric_ .t_ ._ .. "''''_th:e_. _,;.=,ma. .g_. n.i.:t.ude .. ~:D .. f,_ .... = .. _~X""~·=·ac.~o . r..din_ g"l.¥_ --··· .. -~--.·~~-=!I!,h_ ··S=-,S=illl .. -.~=•=0~··=--_~_ = ... ,~~==·"• =··=·- . ;.; =-'==-~ .. -,;;, .. --·--=-= . r" 
.... ~... ---------·-· -·<--·-1 
----'--·--e~- ._ ··-------,--- ----~--- . 
... 
.... 
,,: 
. 
... . 
.. 
--"--''~-:-:-·-------------~~-
. 
plicity of th'e uniformly distributed static- load 
-*•, • 
us to ·use the more. pede,str.ian classical theor.y of thin. 
shells. 
\ 
.· ) has used 
The results of Vl~sov (see-Bibliograph:y:), who 
I • 
such an approa.ch, are. suntrnarized below. 
... 
The differential equation . . . governing the radial 
a·isplacement \I • l.S giyen by 
.. 
. . 
j 
,.-
-
- 0: . -- ( 2 ~ 16) 
" . 
.-
-- ---- ------
'· 
···---·- . ..___ _ 
,;.r-· 
'· 
. I ' 
. .. ·, 
. ' 
.... 
Se~ting. in 
-----.-·::;. 
and 
l' ' 
"<-
equation· (2.16) 
,I 
• 
' 
........ 
·~ 
• 
... 
. ~ 
..... 
· ... 
.. ,;. 
'i' 
·'·.·· 
~ : I 
... 
. f -. .. 
- .. :! 
Where F(q>,~) .. s~isfies the boundary conditions ~.·'W 
i. 
·on the sphere, 
obtained:· 
... 
r 
.characteristic 
:.· .•.>. 
. . 
........... ,f 
. ..
equa.tion· is 
I t .•·· 
• I '. 
.. 
...._ ... 
... 
.'-
·\. 
:/ 
. - ··" 
. .. . . . 
-- ...--~· ,. .--- . . . -. .. •, . ---------- . -'---~----~-----.~-;---- -·----'--
' . 
' ~ 
. ; ·-~- . 
•.: 
~- : .. _ ,_-•t• .,r "[ ' 
. .. 
.. 
;,/ .. 
. ' . 
. . ' ~ 
I 
'':' 
' . . .. . -. 
... : -~ .,:.·.~-----··· ... -/ :. :, •· .• ' .1:,, .. ·- . 
. ,., . ! . '•· . . 
~- -~·· .. l.'{?" _;.,;.' 
f''• :. ' ,, 
•' .-- .. _,.; ... ·-. ,_.:, 
I.
is·. , ' 
'.... .. 
.;, ' ,I' ,·· 
. . 
. , 
- . , 
·- .. ~ 
-:··'"".:} 
• •• 
' .. 
,. 
. :-
' '· ... .. ~--....• .;,.. ' 
- ~.+ \ Q. f . . (2.t7) 
... ~ ' 
----..--... -:--:_-'-
,,_.· ,, . 
·. '. 
. •~ \ , • i ' 
• 
! 
~-
. ,. 
t,OI ,I, 
-11 , ,. . ~ ,,.-:---.· -
. , • ' ,,,. _. • ~ . .• . : ,• 4 ,· , , I 1 • 
1,.,, • •J ,., '. >"•• • • -~n " •' .... ( .~ .jL, <"• ... , .. • < ~ nc;..-<: -• o I ' .. ~· •<-• •' .... I j ~rt. _•-,••:t-~, .. ~~-~.olo,•,~.:.-. .....__,..~ .. , :,,,•-.-<.I .. -., .. -::,•.·.:, ~ -'--•~_••--,1--,-, ·;-••·• •'A'" -:·, I-·~' ~-~ •---••" -~ "-;"''· ~--;;·•·,..~,J..., .... , ~~----~•, ·•••:.: "'''··;:,_ ... \ ... ' :--·-~"'"" ,_., ,•l"•-_;•- ~I~• ,.-~ •• ·'."'~" ••·! ,· "\ • ' • ._, • -
. ... .. 
~ .. • . 
.. 
. . \I\ .. -·· ' 
. . ~ . 
.:· 
-1\ ,. l.· ' ' ,'1 ' 
•' .... "·> 
•·' . ,---
. . ..• 
.I ', .•• 
'· 
.~ ........... ' 
. ;:
.. 
·, 
.. ,• 
·, ·~ ' . ' : ·•.:' 
. ' 
·, . .. - ·' ' l . •·. 
' <> . 
. ~ ' ·. 
r•· •.. 
' 
, .. ·· . • ,~J :'. . ·;-. .  
·ii' 
-·' 
' ,' .. , . 
. ... · ' 
I, 
, \ \ V 
""I', ·•'i~u . ' I ~ ,, I ·- · .. _.,, - · . ~ . , ·· ~ - . _1 • • , . • , •. . • 
---~---·····::;·-··::··~-. ..:......'...----:-,·:. -~-,:.. ' .. ·:-··· -~-- -·----------· ~-r.-·--':----~--·-:-·-:-·-::;--•·--'·~-··--~----·-;··----·~----·-~·-·'. ....... '.:17"---: ·----:··--:--:·--~-~"-_.:'.-=... , ... :._:,_:-·:.--:.-:--;;~"'·--.. - _ ..... -·--~-----.-~~~i ... ,,. .. ,..,....~:!C".,r=~:J:--:-,~·;.--:""!"7'"~~--~-----;~·~- ~- .. --.---~-,--.... ·-:·~·,.-·,~-~-:~~~-:-'-~-~~lo->: ....... ~:~ .. ""..-.~---_,· -~~~~~~~i.~~.~U:,-.=--;~·--:-.~·\":'.~ .-.-... \.=.~-=-~~;; : ..7 ?:-~--~-.··;-•·•::-:-;7-;·r; · ·- • -
'•'f ... 
. --"'· 
"'. ;•·' ' 
',,, I :.~ .. 
< , ·- ~ •• 
'' : ' ·. ·,:._" /;; ,,,:- \_ ~·;:' 
.'~,"'~ ... · ,_· . I, ~ ,', 
' .. • 
' 
. ' 
' 
.. 
' .. 
.. 
; 
l 
' '
{ 
I, 
·.1 
I 
' i 
. . ' 
:\ 
. ' 
I' 
. \ ~ 
\. 
I 
': / \,:;. '.' 
·, q,::. 
·1 . ,. ~ ·'-! 
Ii 
. ,., . 
u·, 11·' 
,• I " 
..J ---~ 
. ·, 
' '·· .... 
' ........ . 
'' '. 
I 
.• 
,....,, 1 l' , 
1'-' . ' 
' ........ . I ., .... , ....... . . . ...• -, I 
' ,• 
I 
·, 
........... , 
,• 
----·-------6-;·-----~---------·-·· 
'· 
I .. " . " 
-_--_.,........,._,..,....,..,.- .•. ,. _•-' ·,,. ! • 
... 
'· 
,• 
.... 
( 
I 
Ii 
)\=O . . 1S a trivial. solution-. 
•, ····~--
, .. 
) 
.( 
;; 
'I 
\ 
I 
I 
! 
I 
I 
\ ! ' }' 
,_, 
·• 
I\ 
I, . 
' / 
I 
'· 
.. 
·-. -,· 
. / ., 
The condition def in'irtg·· the minimum"critical force 
' 
!. 
-- ---·· . --- - . . .. ='· =· =·=·:t:· =======--
- - '.- ·; ...!._ 
I 
... 
., 
. _,..,, 
... 
(. 
-- ------ - -- --- -~--:;:::-~------~ 
I 
1-S • given by 
.,..,,..... 
', .... 
---------- ------------~------ - ---·--- -
which leads 
- _,_._ __ 
.. to · 
:"••' J 
',, .. 1 
.... _ '· 
·' :~. 
v . 
.... 
\ 
_,. 
.. 
. 
:fl. ~1· 
-
-
-
C ('2 .18) 
-. ' 
Solving equations (2.17) a,nd I the . . . minimum 
' 
,; 
critical force • 1S • "given by .... the 
. 
/ .. 
---~-- ----- . ----
-~-Y---- \ 
', 
'• 
.,.. 
... 
~l -~: 
-- 1,,::... 
,·The specific eigenvalue 
·' 
' ... 
.. 
......... 
• critical 
.·-..:. ... -.-- _ __.., 
..!'' 
-. -. '"1 
. .;r 
-----.-· -
. . :- ~· 
---.--- .. . ·-:' ' . .- ---- ,~ -
. - . . 
.. •;' 
,., 
-. ~ 
... 
.... ..... .,. 
',', 
,. ' 
~ .. 
load 
. . 
'; 
. 
' 
., 
• 
•' 
I 
.. is give,ri 
.. 
2 ~~( \~-U'L 1· 
~'1 
/ 
well kpown relationship 
--·· 
\ 
' 
,.,.,I 
... , 
co~respondi_ng 
~ 
-~------.-~ -- ------·---~-
•' . 
·• 
to the 
(2 ._20) 
,I. 
-------_, 
-
( 
·----
'" I , 
••' Iri the anaJ..ysis that follow·s-.,~. . : . . . 1-t' is- -as.sumed that ,, 
• 
. ·1 distributed load~ 
. lo 
• 1S less than th~ 
. 
\. 
......... _ 
. stat,ici buckling load -~ • ··:-. 
I / 
,.. 
• i . 
'. .. -.·~ .---·· ... '·:':' .·.-- .f--- .--.. '' ;·. -"'-Jf'.'~..:.·.~: .... .:s, ... ·-·-- -- ' ' ......... ~ .. -... ·;, . --~- . , .. 
-· 
~-. 
---·· _. __ ... ---· ....... ··--~--' "----~-- - . ' 
--------· -·-·--···- ·--
. ~ ' 
-
• 
• 
.••!', •. 
··-..c..---' 
'· ... • 
,, 
.r. \ 
. ( 
I 
··.:·····t-'ti. ..... ~";:", .. 
·•· 
. ,. 
•" •. 
~ 
··- -· ----. ---;-,--
:-.; .... ·; ........ .- ... __..'.,~ .• ,,.._~.,-,~· .......... ~~-"'--:-----~~...:...._._....:...:..........:.. ... ~---.·~-"-.....- ..... :--··"'!· .. :.:._ .. 
' . . 
.... ! ' 
. ' .. 
.. r-.,'",i' ' ~ .. 
,' 
,, 
... _: 
., ,.. 
·, 
,;-_r __ -;, •. 
_/ 
n r-, ri ri 
-----== :.....=--=-========== L ~-
·:··, ':._ ' .··,--:~·.::'-~~:~. 
. . ~. 
. " ,· 
• ,> ~ 
.. . ' ' . . . - -- . 
- . .. - - . . ' 
--~~' ---;--··-~--.. -_--.,-..~ .......................... ...__. ~-~~~-----~~-....--~-............ --
• ' ' ' fJ .. • • j 
.... .,,, 
.. ' ... 
·J .. 
~' J 
., . 
·•' 
·, 
1' 
. ·.i-:--.·.-:: 
,'•,, 
-r.·--· .. , 
.:.I 
. i' 
•' ) '.' 
·• ~-.-.,,,.st.-,~1-c· ·.~.%:-.----:·.~'~' ... t - t·•~ -• '· 
•,, 
-~ 
.. l 
.. 
" 
.. :.,. 
.~ ,, : . 
I , - ' ., 1... . 
~"7:---u: 
--- ..... ' .·:·~; 
' .. 
-... ,i. 
""-'-,'-·,-.•-•.,..;'··--·•·· .,"" ... •:,~ ... ,-.,.C'""'!;"":n . ....-_. -- '~ .... , .... -, 
-.... -.. 
-. 
I_ 
,, 
' 
·-. -~ ·---~ ... ' 
• 
·r,.. 
- --......,, 
I"''"' 
--- .... 
,;"',S 
_{ 
.• 
., 
. ' 
. . 
,==::..;;===;....--'-.,~----~- -"-'-~- -· -,..1.t.t.·· ,.jj._ 
.  
.. 
. ;1, 
._ .... 
. 
' 
.... 
.. 
.. 
·--·----. · .. --·- . 
.... 
-~· 
; ,'t. 
•J 
L 
I 
' 
f ..... 
•' 
' ------,--
'tlf''. 
1.: ... : 
., .. 
"' 
•'"! 
t"· .. 
' 
' 
.. • 
I 
,r,·1' .. 
"'+·· 
. .' \1. ·. .. : .~- :.rr· 
.·..-..-··.~f- ... 
,~. ---~ 
~ ~· .. 
'.': 
• • !_ ~ ·;,, 
· .... 
·., 
I~.·•,: .... ,, • 
.. 
.• . 
III. 
' 1 
- ' 
' 
' 
I . 
' . 
' . 
'~--
.. 
.... _~ 
.. 
. ,. 
':. ·- ··,.;; . ' ... ,. 
... 
.• tH"'*'" 
'\. ,. 
. 
: .. REDUCTION OF THE GOVERNI~G!, EQUATION._ 
I I . ,. " 
,, ' ' . . 
.. - .. 
.. ... 
••• ~·-- lit'- ' 
·- -··· ... -. • ,t, 
.L 
--·--;-.. \ 
C 
. .• ,: . 
... 
.. 
:~ 
.. ~ 
~ 
,. 
i! 
I I t 
"... •• 'l' :r' , t; ·• •.", , r·, 
........... ·-· ___ · ___ .._: ·• .. __,..,,._... .. --· -·~ ~--···~~~-..... -. -....... ,~,· ..•.... ,. - --~~·_: 
. 
. ' 
-~ 
-~- __ , .~':,,.. '· 
r . 
. . . ·, ..• 
---.-· ,, ~I' . r. 
• 
·' .••. ~ ',, I ' ~:) 
' ,. 
A· /., 
.'_tt', 
' .. ,. ~ 
. .. 
' 
·-· ), 
. . 
· :If the ·iradial displace!Uent· is. understood to be 
•. , • 
- .. ·-:~-- _-.:_·-:---- - - ~= --- . ---"- - - -::...~-~ _-----. __ • -- "--:'."""-~·-.:,.:....:.;..::-_:,;:~::.-:-.:.._._::.:_.. . ..:..:..:..::.=. . .-.:....-:..:...._-:.:::;:-::-.::;-_:_.::.:- -.. ···:;-,:;·;:;-.-. ~.,; .. _ ....... =:::=:::::::::::;:'=::::====·· =· ::::· =--= ==c.-~ :-,..._ -·- -..:t.= ___ .:......_.:..~.:...,.""'." ____ -:·r- _:... .. -~_----- -- -------=-----=---·--·-:-·~::-- -- _-:::......:..::--:...::r.::.=·:-.=-------··· :···~·~.: .. :=.---::..::..::.:~.:.::..:.:.·.:::::-:.:::::.~:.:~..:.-..:::::.: .. :-: • 
measured frqm the. unperturb~d membrane. state., "a. para~. 
. T 
i 
. . 
. - -· -- - . ---· .. 
··= -~ ' 
I 
'. 
j, 
. 
. . ' . . . . . 
---
' . 
\ 
\. 
• 
--·~ 
·r 
\. 
\\' . 
'\' 
• \ -
.. \ 
\" 
-.. 
\ .. 
·~ ...• 
\ 
... \ .. 
...... .,.,.__ . 
- -- .. - - - ~-~:- ~- ·--- ~ ~\'.- -
·- . 
\ 
' ·-· --· .~.:.·= .. ~~:.~·- -=-----'----~-- ;~. ---:-,--_,.-.- -
, .. ,_ ---'' 
. .t• 
, 
. -
·, 
. 
i 
. - 3 
·' 
. . .... '·--< 
. . . 
. ' \~---. . . '·,. 
. ---~·-----·-: 
.,. - • -- - ___ ... ' ______.l.---- -----··-- - --- --·--·--·-----···---... 6,..------·---- ·-------·--------·----·---------:-·----------·---·-·-----·------··-·-·--·-·~------··-----
metric form of excitation can readily be formulated. 
11,' \·• • ' 'i J L': ,I 
., 
. ,. 
j The_unperturbed me~rane stat~ is- ~haracterized by-the 
presen~e -of only the.·nptmal forces, N<P and l~e I acting· 
on the sphere. 
·equilibrium is 
. J· 
viscous 'f.orces, 
. """ 
-v 
. Accordingly, the m·embrane. equatio_n of 
··-·· ' 
"' given-by, after neglecting ·_inertial and 
' 
.. 
~ . . .., -
r (3.t~ 1) 
:-- ' 0 • \, ' \, An additional reduced load ~ 'z. is.formed during 
I I 
. r . -
of the·sphere.from'the initi.al unperturped 
- . 
In addit_i_on, .. the curvature .~! the sphere 
... 
1' --r· ~ 
..... : 
-~· 
.. -., .. t, . 
- and . -~ .. , ... '·. . ' e ' 
'· .. . . ... 
' ' .-.- . 
.. -··· 
.. '\, .. ' , ' ~- . +!-
'j -.· • 'T. 
l ~- ...: ' . ., ~··· ~ . ·_,._~, '.: .... ' .--:it ..
. t .. 
.,·'1 .... . 
. . . 
. ' 
.. 
. -· 
... 
. t. . ;. 
I 
! . 
·-~. 
f ! ~-
. 
- ------· - ·- ·- ~-
.. 
' . ... ' 
'._ ---· --:,:-,-. ...,_··.----:~,___:,.,- -···-···--c: 
.... 
....... 
.. ·~ 
·~_.! •. 
._ 
.. ----~ ,. __ . --- ' -
1·,. 
. . . 
. i ... . ·. : 
. ,. 
I 
- ' 
. ......... ""', 
' _)!' ' ' ' 
-· ·- - . -- - -···1- -·-- - ~ --·--·· --·_ -.» ... -----;- ,· -.; ~ •., ; ..... - ,-... .. ..... .. .. 
• - , ~ , 
:-; .' ( . . · . 
' I • •.. . J~-, . 
·- .... 
. ' 
. ·,. . ... .. '_,, . •\ 
.. 
. . ~ 
i • 
\ . 
' . 
I 
r!· 
I ' 
.-S·O. that 
J 
. . 
. : ·-::, · ·.i t-:t ~ ·\ [-f~ ~P~t)]-~2\,J ··! - . ,~ .. • 1 - ....... 
- "-'~-'-="-'-~~ _c:..,.__.~~-~~~~--.-------·-··----..------.~~--:,;~,-·.· -·,'.·:·.--,,~ j •• •. ·:. • 
. . ' . 
n, .• 4'.. ',. 
' ... ;_'', ... : 
' .. 
. . ' 
f -
'.' ; ~. 
/ 
I •' 
... 
. ' ' 
• ·,- • l • . .. · 
a ,'•.,, .'.• , 
, .. 
' . 
', - .,··. I 
. I 
/·· ... 
. .•• . 
'· . 
;• . : 
·' 
' 
'.;."',. 
.. ' 
~==cc-. ::i:----.---- - .• /-> .-: : ~·-,--'C' _,;--_·, - . --·-'.. __ ·_. -- ---:-· _,:_ - . c::c· J 
. . . 
1 
. . ~ . 
·, t, .. 
.. ,... ~· 
. -
.. 
·,.- ... 
.. 
• .. , ... ' 
~; .: . . . j:,- ·'·-
. .I • . 
.• i' \, \ •" 
'. 
. .. \, 
' ... ·· 
-~- ' . 
' ---~-
. . ·, . ' ~· . '.. -~ · ... · _;,_. __ , __ , ·~ ...... - ..... '..... .· •.. : .._;:~~--- . - _..., 
-. :-:0-=:.:..c;-;;.·.·=. ':" •. ------.•·•-- --:,,-;7-:-,-, r• •.•. -r. -
.. C• 
. \"\ ,, 
...... ,_ -~::~:"'.'"".,.···--~, . ...... : ·';·~·-. .:.. ,-,·--:--··..:.~,;: , .... ~.: .... ;-.. :~ __ .... _ . . 
.·- .. 
:, ... 1,. I ', "9;.,· •, . 
. ..•. ~... ·; . 
'lj., I • 
I 
. ,.\· 
.', 
., .... 
':i. • ,i. , ___ )" ' 
.• , 
. ; •;. \ ·~. 
• a, • ... • .. 
, ··· . 
.- .. 
' ' 
·'·--'- '--·---~-. ..,.._·,·~-,-~--· .. , ........ -...... ___ -· 
f :· 
" ' 
C, 
. : 
'- r : ;. 
; ! 
;. i 
' ' 
' - ' 
' ' t- t 
: \ 
·:. i 
•f. ,, 
' ' 
, .. 
' 
. ; ! 
: .1 
-·----··--: .. t 
: ' 
.~ j 
~ 1 
1· 
• l 
d 
. i 
. 'i 
.· 1· 
·' 
' I 
. •' j' 
t 
. f 
: ) 
. - .: .L 
"·, .. , ... ,' 
..,. 
"' ./. 
' ,, 
",i.' ... 
' ' . 
,, 
"'' ., 
. . ,, 
';!', ...... 
' . .. • 
. -·.--- - .. 
'. { 
• 
• 1 
""''"''''"'~ 
. . ':" .... 
' .
.. 
. ._ 
, ••• .J, •• .. 
.• 
'""'' 
·.,.I' 
. ' . 
\ 
:' ,I 
• 
-. ' . •· ·~: ~ 
l ~ .... . . . '.- •,,, . ....... ~:·' 
.. , •t 
I 
... 
._I,;-.-,. 
' 
. . 
) .. t-. 
.•.••.. _.,, __ -- ~ .•. _... -· --·-·-l.- _ _ __:__ ~__.,::.~_:__. -.---.--~"'---~,~;l' ~. ~ --~~~:-.. ·-~.:i;._;:~ .. ~ .. -.-· - ~~:~--- ·• -r-·-.--- - ·.,· ·--·~·.-::.;,-,;-'·- ,_ ···· -- --
• < 
. - \ .. 
.. ' .. • governi!ig. di.ffer·ential · equ_ation· .of . t.he 
·, 
'.,, .... , .. 
-
.. (2 .15) I . . 
. _- ···-········-·-·----------- ·-··---·---·-······----.. ,~--.. -----·· .-.· - --· . -... -
'"' 
' ·. 
. "'-~L.,_ :;; "<·'·""'"·•--=., ... • w,--..a,-.,,,-,.,_...,_,_,.c •• ;.;,-.,._ _,. ; ,. --· _ 
...... ,-,\" 
• I ~ I •"' '•I ' , 
I' 
1 
,4-,,.--
• • • • L~ 
. • ',_ . ~ ., .. }u· -...,.-~ ·•-· '7·· ·• 
...... ,, .... ,, .... 
t ,,,, 
... 
- .. ' . . • J 
. . 
.< 
·- -- . __ ...._ _______ -'-~- - ... 
.... 
;:.-... 
I 
-1---
.. 
. 
) 
I 
I. 
.. 
Adding 
•• 
term, 1. t b . __ now· . eing understood that the radial def·lection 
is to be.measured.from the unper'Eurbed membrane 
state. 
- I. _) . 
,,,, .... ·--, 
fhe ' . Hence, 
.. 
comes 
i,; " 
\ 
-.... -----·-·---------·--·------,---·-·-------···- -· . ..__~ -
wbere 
'1 
' governing 
" 
-~ 
.. - -·--· -
J 
I 
. . . .. ,· d.ifferential 
., 
_-(:3· •. 3)'· 
I 
"'\ 
~----" 
,., . 
•. 
·., 
' 
-· ---·· .. 
;-~. ;. 
. ' . 
., .... : 
---~--- -~-
~i- and 
· · .. \~ • • fl. -=. c_ h. · · .. .J: -• -
... 
:"'.': .. 
• 
1' 
---, ---, D 
.., . 
' ---- Ii _ .. _--:r ~ 
·. \ 
,- ·, 
'., ..... , 
r 
•' 
' / .. 
.. ~ -
. - _____ _. .... ---···-
. ~ .. 
- I ; - - -
.. 
' 
... m 
·To···solve 
. ": .p~ · ... ,·,': l ' '_, 
\ . 
,_ '\'·, 
equation 
\ 
(3. 3) a solution 
.... ,.L, ___ _ 
• 
'· , .. 
. / 
\ 
'" ""''"";'.'"'""'''""MO,/o,,, 
• 1S sought of 
. '- --···--··-1 
' -. 
• .R,· 
·--.. 
--- ---- . ··. .. -
• j•'\). 
r 
I \d{ ~JJJ) ~ \ll~ F-.l <t>, e) .. (3 . .; 3al .. ; ... 
. ~ ' . 
.. 
where 1S a 
......... ~~.-, . .i . 
., 
1. 
. 
--+--'. ' 
.. 
·, 
the 
) I I. • •. 
------ ' • -·-·--,·-.' """""S"""'·-~- ' ----------·----- ·-·-- --···. i' • . . 
j'. ...... 
.. 
I 
...... ,· 
' ,,., ' ",.,, 
solut.ions 
_,.·~, -
,· 
.,., .. .;.... 
,. 
. . 
.. ·- ·-"'r·• ' . 
... '""" . - ... _, ·--···-·--, ... •;-•, .......... _ . 
. 
.. ·_ .. _,--··· .. ·., ......... ,. .·-~----..... ~··-.- .... ----···-·--.~--.'·· --··------ -
--
.' ·,, 
' . ' 
·I 
. / 
.-of 
• 
·, . 
. ' 
generalize¢.~oo~dinate and 
--- -----~------··-·-- -·.·-·-·---· ··---:---··-- ·-· • ··-- ·------ --r-
-:: 0 
. ., 
. . . 
--·--'-·------- ~---------~-~----- . ·--· 
, . ' 
' 
··---. 
• ~-."' • -· .... _. ___ ' - •. - t • __.___,,,_ 
•, 
•. 
., 
' . ' 
. ' 
.. 
. . 
.. 
are 
,.•,__ 
----- -~----~-------
I°".· 
11¢,i: J., .,• ··.:..:.: 'I! .. ·•• ,it 
-------~------·------ ·.-· ._. . -·----------
I • 
(3 .4) I . 
... 
I ,"' . . ' 
,. ' . ,, 
L., .. , 
•" d -=~e,·_,::--~-.=-----;;.::-=-~~~ _ • _ -- ~ _ .. __ -- -;:...-:;. _ .=---=.--;c..-...:;,~---~.--0=---=- - ..•.• _- .. --~-.;:=--·-----:-'--- -. '. 
'. ,. 
.. 
... ,.,. 
' 
' I • 
.. 
~ 
, .. ,. . -~-- .... 
. 
·' 
•,... ·-.--.-: 
'• '"" ""' 
· •. ·-!,. 
'. 
I, 
.,:..d,,....... .; 
! 
. f, 
. ....... ~•--- ~-, . - ..... , .... .,,.~ 
., , ~-
. -
. \ 
'·• •• ..__. ..... ··••M• •• ' .... ·,,-... '-··-· ~~, ·-- '"---~--. ·-·;·- ;·- --· I --·--,. ·----------, -
.·~··.-~ ... -- ·-· ,·~··-····--~---
. . 
,. -, 
,· 
' - ... -::---:-" ~ 
i ""'.""" 
,\ 
.. 
·~·..<· !-,. •_: •• -~ - - -
·--...... :' ... 
., . 
.I,.) . 
' ... ·>\ 
; i 
'; 
' 
i 
• I; 
. ' 
. i 
I 
'l 
. i 
! 
, ' d ... 
' ' !. 
i 
( 
~-
i 
..l . 
.. 
,..·. 
J LJ_ 
t,' • 
,, 
,~_-·· .,..,:;iw, 
/ 
\ .... ... 
~~ • .,~ ... ~Jo:.,, ............. ,.,._.~' 
.,.. 
• >f, '11 ' 
-· .......... ·.· -=. 
1 . 
i. 
[ 
., ' 
., 
I . 
' ·~ 
.•:'' 
...... 
. 
,.,,:·,·-··· 
.. 
i 
''"':• 
.i 
/: 
\!• 
·r 
' .... 
.. 
--
I, 
•· a 
• 
) .\ 
I 
I:-· ~ 
'••h·l1, 
' ,-..,:~,.'' 
/i'. 
,-,...··/ '., 
'":•· .. 
·-, .... ., .... '. . . 
·~--\..-,, ... ----- ___ ____, 
,. 
.  
.. 
.Jj't r'; 
.. · .. 
; ,·:: '., .~ '' 
{. .. ,-, 
.• 
I'' 
.,'1. 
. ' 
.... 
sat·isfying the con_ditions for 
.. 
., 
spher~ {Eigenfunc·tions) .. 
I 
·--t-'""·,! ...... -
,··substituting_ --( 3 .·3a) I ' into 0 I .• .' • • equation 
, .. 
,, 
, .. 
-,r· 
• I 
•.··. 
.:._, \_ 'I 
i. -·· 
·- .. 1-7 
' . ' I 
.,.,1 ... (~_,,::;.... 'U • •• - ,. ......._ 
'· 
.,r.· 
On the .. , :• '1 
I' 
·), 
'· r 
·' 
• I • 
) ' -
-~.c .... 
=· ( 3 ·• 3) re sui·ts·· ---·--·---------------
-· 
. ....... -.-
--- . \ 
------------------=-----'---,-------~------'------~..:.__-!._. ___________________ ~~--::.-"-
-~ in- the fol~owincjequa.tion -· . i 'I ' 
., 
-r:-· 
-------- ---··--·--.-
.. t 
.. , 
,. •• 1 ' -
f' 
• ! 
-+ 
I_ 
j. 
. 
----r-------
., 
'""!''":" 
--··- J 
' 
--·-.~-·-- ~ .. J.,- --~ -·· :";"- . 
-. 
i 
•j ~-
- . 
i 
;i..i 
, 
'.\ - .... 
/ 
.~ .. 
.. 
·~ 
• 
'-~Ii--- .. --· 
. 
•; 
_ _,_ 
. "' 
t • 
J, 
. I 
,. 
\ .. 
4•" ,, I 
• 
... --·--
• ,,> . 
. ' 
., + 
where .. 
-
-
.... 
-
-..... 
_Rewriting equation 
where~- 8 
-
___ , -
~·-
....... 
•. 
. " . 
Note ·1,_that 
'•. 
•I:~...,:.;'.. 
'. ; ~-' 
,, ... 
,,. ,., . 
-. 
.f ..... 
{• ,, 
-
-
):(t) -
-
-...J • 
the ab_ove 
=-
, .. 
.. . 
( ..... 
+ 
2Cl.rt\. 
(3. 5) 
~CX2:1'o 
"' 
--
. .. 
' ,. 
., 
•. 
express;ons 
. . 
4 :, 
,·,,_ 
"ii 
!.-· 
~ • n •, ·•·. ~ .... 
·~- . 
-·( 
-
-
0 
. :":"'-
-
-
0 \ 
I 
I, ·~ M 
---+--- r .. 
-~ 
·. 
• I 
.-. 
_'i ---
.-
• 'I-·.,, 
.i 
,,. 
,. 
. ., _____ . ~-~------- ----
', ' 
-· . .......... ,,;. 
(3.5). 
·~-~. 
(3. 6)' 
------~ -·-·--.· ._ ..... __ ._t __ 
.. 
\ 
•, 
. 
. ' 
: ......... :_\ ·;.:;-·___...,, ----
..... 
•• I • 
-'~ ' 
) 
\. 
---.- .:· 
• !If• .. I 
.• 
.. '---~ 
J. 
i 
-~ . 
.. 
are all \functions· of 
,,.:.. . 
• 
--,fC·--· 
. ~i . 
• ~r. '·. 
., 
•. 
'.> 
r.' 
' ,. 
.)~ ..... -
', ' ' · ....... , 
...... ,:. 
[···-
. 
:. I .. 
·,· 
·: ,"d ,.. ... , ·-
...... , ,,,• 
' 
' . ,rl' 
'1:' 
.. : I. 
,··· 
,·: 
·_1 
•,. -
;, ! 
. ' 
·. 
.. ., 
""!',,-... ,,: . ._,..!~"' .......... ~ ..... _ .... :_~ ... . 
- ~ :· 
' 
J.·"•·.) ... .. 
--~ ..... ~ ........... , '"' 
.. -
.... , 
\. ) 
,, 
. . ' 
'-•~:,,·;1 
·r 
! 
... 
i. \. 
r'~ 
F 
' 
.i. 
I 
f 
,._ 
; 
t 
,-
I 
t 
.. 
' 
,_ 
' 
j, 
, . 
~ 
. '· 
. 
·' 
' f 
,_ 
' 
- ,,, 
!, 
. ! 
'' j ',,,.,_.,,.,,,_·,,,_.,J ;,, ...• ,. 
.............. ,~ 
'""';,, 
lpj,••tP•~ 1 
;. '! 
.,,_ 
. I 
... 
',"'I' -~ \ 
... i...,.-~ 
.i. .• , 
,. ( . ' . 
• 
/ ' ,· I . ,._.. . ~~~ _). ... \ 
I . J 
.• 
.. 
' ;f . 
.. 
. . . Equatl-on . I . . 1S 
L 
,. 
.l 
• 
.is a 
·' 
---."--:'!' 
,. 
., 
~ 
... ' 
•. 
., . 
6f the _p~ia~etric 
~--
. '· 
' 
'I .. !• 
- -----~~-...,.._ --
\ 
•• 
. ., 
-.. 
form as 
I 
random '!unction of· • J -time·, 
.. ~ '" . 
l, 
. .........::..,_ 
18 
., 
,, ..... ~-· 
-~---· 
.,_ .. " 
' -_...____.., 
,\ 
··-;)• I 
:.· 
.. 
i,,,.,,. . 
.:, 
i -
'· 
.. · desired. Since Q tt.) 
mi=========::::,::=====:=::::=======:t~========';=====-==-:::...=:::--====::;;;· . ----- -,,-------:.:C::~- -... -~-·----~ 
.. ' 
.. 
======!::========================~ •. ::: ... ========:;:;:==:.=:c==========51==:=:;::;::;:::;:::;:;;:;:c .. :;-: .. ··--
t· 
I~ 
·1 j 
" 
...... 
···-~---' 
,._, ·---- -- . -
__I 
\.' 
/ 
It ,. 
... 
.•,,. 
• f 
... 
.i 
., 
;. 
.. .t 
l 
~r_ 
'· \ 
.... 
-· ..• r' 
- .l. 
:·,-, 
. , 
_;-¥ 
. , 
.·:,, 
I 
-~tatistical 
. -----------r 
. -, 
criteria. 
' ii 
.' -~ 
~-:· 
·. 
t 
• 
• 
~.--
·• j 
.. 
. 
.. 
... 
I 
·/ 
,, 
·-- .... . ----·-····-,'-- ~ -.. . '·-:l-. · .. 
\ . ·-
-~-
.) 
V 
.. . 
• -r-•· 
' ' 
...L~ -1.-·--r- ----· -
t ·Jt, 
1· . : 
• 
• 
'' 
.,, ·" 
...... 
• 
.. 
I; 
: 
•. . 
.,--· -r',-
,, ·'· ,. 
- .. ~Ji _-
.. :,- .. r 
.. •.i' ,. 
. ~- ··---
---- .. -, _,_ ~ 
.. 
\. 
! ·~ .. ·,/6 
,, 
---
r:·-
·' ... 
r 
.. 
·.• 
:;._ ;,, 
,. 
r . 
•' 
.•.. 
. 'l 
... 
..:.. 
1· 
must be 
I 
.. 
.. 
' .... 
.... 
... 
·..!..;· . __ - l.} 
·~·--'""';::"" ' 
-·11 
·• -~ 
used· ·to. 
:., . 
J· 
I 
.... 
.• 
• 
,,_..,,.u,· 
... · .. 
. .. ·.:. 
.... ---·-=-
. I 
.. 
r 
·• 
. .. i·. 
. ----.:u ~ (·, 
•· 
' 
·11,,,, 
.• ,•'.I' 
.... , .. 
define 
--~,--
i 
..... •. 
,. 
} ·· .. -· 
I 
;, 
/ 
:_I 
., 
\:· ... 
... :.:, 
:..;..JI: 
.. 
·~ 
.:., ' •• ,J ~ " 
•• , ....... 1.,.·· 
. 
' 
·,, 
r. 
'• 
stability 
... 
I 
'· 
·---~. 
"' ,v "\-
....... 
."!:-
·. 
\. 
-· 
,, 
.... 
·-.·· 
. ' 
·, 
IM-, .• ,-, .. ,..,-, ~~-... - •. :...... ...... 
. r.-, , . 
·____.. .... 
. i) 
-.:. 
1,- .... · j',.,. 
'l 
1.'' 
.. 
.. 
'-: 
.. 
~-, 
' 
~-· 
' 
,, 
:;,1,£1"'". 
i 
J 
.:... 
• j ,, 
·~ 
• 
--; 
~ .... 
-{ 
.., 
"' 
·:.t,-·"' 
... 
,· 
., 
' 
'· 
-_ -.. ·-~ ~ ;. -- ~ -~---:x-···-~--==--~;__,.-~~ .. __._. __ .,-c... -~--.,----..~~ 
~-, 
,-.. ---, 
''I". 
·1 
I 
. I 
I 
... _,• 
. \ 
·,._., .... - .. , 
'. 
I. 
·' 
,, ' 
~· ..... \ .. 
.. , 
.. . ~·.":'. 
•' 
,; .. 
' -
. : ~ 
·, 
-: I 
l, .. ,..,,,, __ , .. 
.,-:-
:,, 
( ' .. ,· ... ,; 
' '\·_. · 
. ''\ .. ·°'.'•, 
. ~' 
····1 .... · . .;.;.:..;.j."'"'!'" •. -----:! ... :.:;~.,.<~·-· 
-
. .. 
;._,... ~ / 
... ;. 
. ' 
.. 
I 
j 
~ 
'' 
. 
' 
'·, 
~ ...... 
,/lo 
........... 
', . 
,, . .,..•.,.......,#,. - .• .,. ... _,._ ... _ ..... ! ...... 1 
'"/ --' ·---~'------·-
. ~ 
......... _.. ·_..,_..,.-;} 
· - ;,.• 
. . •· . 
'·, 
':.(t 
'~ , .. -······-··, . .c_( ,. . ., - ""·· ... ,. . . ' '. ' ' . . . : . . ·' ,, __ ... , ..... ""':.r~· ··-·· -•·•·'·; ... ; ' .. 
-·· 
.. -~-~ .. ,.~ I • , 
;-' ·' 
•-• a •• _,.,-:_.--,>" 
... ~ 
't 
... 
;• 
---"-j,• 
.. 
i 
.. 
. 
f ,, 
i 
{ 
·; 
~-
i: 
' f 
' 1 
\ 
i 
. 
t 
b , . 
j' 
-__ i 
i 
< ) 
• 
·, __ l_ 
j' 
'· 
,, ... 
'' 
,; 
l' .... 
..... 
.,.::, . 
I, • 
-,_\ .. 
•' 
' . ' 
' ' ' .. ./'.- I ~-
' ! 
'"- ; 1 . ' 
. ·~ 1 . 
• ' I 
.·. ' .• . . . l 
,., . ..; "" 
·, . 
l 
J' 
' 
• + ~. ~- •• 
.. 
. ' 
r I , : 
; ,>"""° 
. ,• 
-'--'-.--
'. ·~·· .. ~ ~ ' . 
I 
,1. ' .,,.. ......... . 
. . . 
.. , -.... 
' /•, 
. I 
. ·'l~•. • I 
. ,-, 
'·"'' 
• 
o· • I 
' 
' 
. . 
.. _...· 
• 
' 
' , 
. . 
. , 
. ' 
.,.,: ... 
., 
~.. .,,. i ''. • 
-- ' ~ . , ~ ' .. 
-~IV . &TOCHASTIC .ANALYSIS 
.. 
-· 
·-
. . .,· ' ·.· ... - '' . 
• _. • I + 
. . ' . ' 
,, ~. . ...., ' 
'-"\·1 
·- \t' 
·, ,. 
.. ' 
~ ·; " 
' . 
• 
,. 
' .• 
, I ·. . 
..• 
a.·.-
'' 
' - . 
~ .... "J • ' -~ 
. 
,, 
.... ' .. , 
. t. . 
... 
. \. 
• 
A typical .. se_t of continuous random proces·ses of 
.. --.----=·=-·=·-·=·--=--=~========·\~--=-~ ==~ · __ --_ ;: .. --·-,===== 
-- .. --,---- - - ;__, .. _- ' ------------------ -------·-----------·--------·------~---=-- --- ~=======:::::::::======= 
,. , ..... 
6'"·. 
} .. · ... 
... 
' ~ .- -
-- .. ;,--· 
' 
,. 
' .. 
' 
·: 
I ,,,.. • 
. ' 
"";., 
. . . :. 
. . ;\ . 
( po. . 
I • . 
· the random function ~(t) ·is presented.--in Figure 2. · . ' .. , ... ..:. 
' 
-
f . . ·. -
·-----------~--~---------~~~-----------~ 
c0l1tinuous 'in. this conte.xt is· defined as the abili~ty of 
II 
~ "'•I• ,, 
.. 
to take on .. any value· in· a d'bounded cft -unbounded 
.,. ' . - ..,... 
,.. •, 
-- __ • _J_____ __ . ---- '' ----
I . 1 range_. 
i' , th 
T-he, subscript_ h ·. refers · to the n ·· trial · or --~,~.·. , . -~ -~. 0 
./ 
' 
.. I 
I : 
' . 
experiment, ·Which produces a record where 
, .. 
... .• 
,; 
' . . 
Uf 0:- finite number of ·th are considered, say -\.m , then,_. 
.. 
, 
each record yields a ·set of sample points ., . 
• 
' _.\ -- \l~> ••• 'N\ _.:,.·· . ~-· 
---~. 
-
' . -
The set ,of: ·sa.rnple points def·irie a set· 0£ "' random ·,. 
variables' _ .. 
.:-·....,__ .. •,. : 
.· 
... _ 
·-
-. • • 
·--,------.... - -· .. ' .. 
Th~ -statistica·l properti~s _ of · the random .variables can · .. · 
,. . . .. 
..... : "! . ' It ~- ' : 
, ! -, · . · .1 • I . 
·""·; ··--·· . l" •,. ' ·, .. -.. ' 
. , . -:. -_.;.. .. --, .---be completely specified-...if ther~ ex~sts· a knowledge of-• -.-~---------~ -- -
:~ . ! '' .A. ... ,• .... , • • -- • 
'<ii )'-.•. ~ the m-jqint probability de~~ity func~\o~ ., c::(}~-'.::~: .:~~---=·- · 
• ·:- • --· r • ___ ; ·,·, ,· .. , .. _ •• • • 
. J ~ . - - . ,· 
. . '. . .. . 
J 
' . 
. I , . 
. . ,f 
. ' \.. ' 
.. --- -, ' . ' 
.. ; . . ·~ ' ; ;-;·.. :-
. . 
' 
-· ~'- __ ., 
·-~ 
" 
. . 
• )··"·1 .. ' .~. ;_~ ·• - '. .... • 
··>: ·: --.~~.·.··-~·-·which 
' - ,· -· ·-·:· ··-· - ______ ..;, ____ , ___ -- . - _ .. __ 
'. - • -1 ) .'. ·7 '. . . - . 
, r 
.. · . '. ' 
(t~,Ytf~\.> .. Y(tm,) _ .·{ · . - .. __ ,· .. 
'" .. -....:.;.\ 
~ 
'\ ..... / 
'· 
'( 
. : . -- , - - · . - . · h. 1 · · - · ;" - -· · :- - '· . > .-. -· - --·--. I 
is more often written .. l..n 1;. e_. .iteirature _ a.s:. ~~: _; __ -~ ·. . ----=: :._~_:_-~:.:_ _____ ~:.. ~--·' 
· ' .-: •. ' • • • . . . t' <I • •, ~ •, • ~. • • • ' • 't' • .'._ • ,• .. ' ' • • ', -, r '~ 
. "· .- -- .\ ~ . ' ' .· -
/ ' 
)"' 
--;r---=---..... =-=== ~-· - 0e_ P. L~t-,Yi\.~Yto ~i11A.~i": . .y0 • t m~~ 
===--. =;:::, =·=.===· :=-=-============-====~--------,, --·--· 
,f 
'· 
. . ' . 
•••. :_. .... # . 
. · .. · ___ .:_ __ ~ --· ·------------··:·----- . -~- - -,--- --·-· -, ... _::-·--:.·.-·--.- -
' ' 
{: • ,. ' ~ " ' . ' ' \,. . ' ' • . "f ' ' • - . . ~ ~ ' : 
; -~--·· · .. -~[-:: __ ~~-~-~--·--~~~~ __ \-?l"fiC?11 · -P~ ~-~-~·~_s ~ s ___ !-!1.~ ___ ._~C?:_l l9~~!l9:: -p~9p~rt_~_~_§_ ;_'. __ ·~~- __ , ~ . _.. ·----·N __ 
I • ·..,--.·· .. :~:.;. ' '· ..... :, • •• ··' ' ' .... , ........ : .. '!' ' . ·.·, :, .,1:, JII. ·; ••· .)) ' ( • ' ' ~' • ' ' • .-
. j'' /, , '. +, ~ • ,_ q ' • -~" • .;.; 1 
.. • ', , .. • t ,< 1 -· o \• < ,Ji , 
I .. : • J--··· . f . .• ,. • ·. • " • , • ~- 'I • . . -. . ·" ( ' .... j ' • ~ ~.. ,· 
., , · .......... ·-·-··.· ..·.··.·•···· '.,- .,.. ... .. .• ,.,,..,.,• - ... r, ...... · ....... -/ ..... , ...... , ....... ,, .. ~ .. -,,,. . ·. .,., ..... ------, .......... -,, . 
• . .. ... ·: ·-· . . r,"':"' • , .. . • - r . ', ·-·~· , .. 
..... - . ·, 
, ' • ,' , • • ,, '.. ·, • '.. • I : • ~- •••• ' ~- ' • ·1 ,, • .. • ~ ' • I 1111:.. • 
i. j/ • ' ' ., •· • . , .• 1. 
I- ' • , ,, . , I . • ; " •· •• , t • •• , ',. , . / ·. ,..,:1 • ·'/. • , • 
.. ' ,··. ·, ; .. >· . .,·. : ·:· . 
.f I •, . '. -, 1•:,-,. . .... '. ·'!"'! •' • '. t'~-\ 
... I . . , : ... ·,' ,,.~- . . _; 
. ' ' 
'. ' 
...... ~ 
' ' l • t . • . • I 
,.._. - ' . ; . . . , . ·. I . : 
' . 
_.,., __ , i,, .. ' ' ' ' • ,,, '.... ' ~ ' ' • -. t ' . ,, 
" ' • , 1. , I •'.. • ~ , ' .: ._...,_ '·"-'' •, , ' ' • 
' ·., •. , ' .• '1 •• ' " • ' ' .. ' •• • .. ,. :_ -. .... ~ 
' .·•,,. ',, ,4 ' 
·_· .. :~~. ' ,,.: ·._ ".' ,..;'-' ' . ..-,,:· :_···.·· ~--' ··:·.'-: ; , •.·.. , __ /• ·• ' ,' .;I,• ~~ • a • I I •<o .. 
. ' 
,,, . 
0 • ,P ".; ' • 
,. 
, • • . •l . '," . , - , .·, ,. . . , . . . , I 
• •• , .. • • ,,.,, f , f ' ' • • ' • • II' • I, •·· ; ~::-·· ' . \ ,' 
··.•: "'""':.-..19~: ··.· .- ... · .·· .. ·.'·i .. ~- ·_ .. ·~ _ .. · .;·T· : .r·/~·:/ .. _.·: -.. ··,-:·,':,:· ....... ·-····-,_ -.- __ -· .. 
', ,: ' t ' ~ • ,... . - ' ,1. I,.··: ' ' ~ • ' •' ' ~·, · , ' , , ; • 
. -'. ·~-~ .... ~.'""'"". ·- t ...... : •• ,., ·-· ... • '· • .' ~ • • ' ' ~ ' - •• .'. " ' • ,' 
. ,· r 
' 'I' 
• I 
'( ' 
. ' ' 
: \ ' 
. I , ' . . 
" 
l 
''' .. ····· 
.. 
. ! 
., . 
.• 
. . . 
. . 
. 
I 
,•, 
. 'l • 
•,/ 
t 
I ,, 
I 
I 
'-·-· ,.-., ,,. . . I .. .. , 
r - • ~. 
l ' .. 
.,--- . ·, 
I • 
I ' 
.... ,,.- . 
1, 
. . ~ . 
• I 
' ~ ·-·~ 
. !, •, 
• ,· • f ..• H ' >, 
/ 
"• 
.... ·: ,. 
. 
I• 
r' 1,,, . 
., 
.... I 
,· . 
'/ 
-
. . 
.,... .. ~---·------- --, "' 
/ 
·---·----------~-- • --------- ' --~ -- --I..:._.. _ _:::: 
i 
~ I I tp 
.-
·,. 
--·•·.··· 
; 
~. 
'f 
.-
. ' 
'11 
··-
. . . 
. 
::...1 
• 
. ; 
... 
I, 
.,·.;!• •.• ·l ' ·~- . ·-' 1 • .• 
........ ·, . 
. . . t ···: .... i' 
'. 
..• 
• - J 
...... ml--·• 
• 
" •, 
__..=.~ •• L 
.. .. 
, 
-
-
I ' • 
•• • 
~··~·' 
. ' 
• , I 
·1. •. ,~· ,·1 .. 
\ ' 
' . .. 
.... 
', ' / . . >?-
. . ' 
. __ .., ··I. 
·~ I 
. ' .,.· •• Cl . 
. . 
' 
1 . 
1 •• ,, ..• - • . 
. 
I . 
/ 
........ 
.. . 
I· 
e ' ,. . 
, 
... ~ . 
. . 
. ...... 
·' 'I' 
.. 
. ' . 
, .................. 1' 
t 
. . 
··-r 
~ ......... , . 
20 
. ----~ . -,...-
' l 
... •; 
1· . 
.-
.-,; ..... ~ .. ~· 
~ ··-
._, 
. . . . 
··--·-'-,...I, 
. . 
., 
.I. . . , . 
, ~ ~ r ~, 
, , ,) . S_, . 
' ,. ~. 
' 
. . i ' ~ • '·' 
' .. --1· ,, 
. . 
I .1[ •,:•·'. • • • "( 
: , I· 
.. 
s 
.. 
.. 
... -
-----· ' 
',---.:.- . 
.. .· 
,..::_ . : 
' ,.,. 
B·y· choo·sing the poin"t:s on th·e time I (t I ~t ~ \ • . .t Yl\ ..... ' axis (ti I 
..: . 
can be ~eplaced by· . ··-:.· ~ -- - -- "" -- - - ·; --- ~ -' ~- - . ' ' I .. 
., 'f. 
"•.J•, 
' 
...•.. - . - . '.' :·1 . 
• • • 
.,. . • A\ . 
~-'. -- ---- - .. -· -----.--- - _ .... ,. . . 
'· .,. , .. 
. -· 
''° The statistical · information of mo.st · interest to· 
. 1 ... 
·, 
.- . ,',• 
' 
I 
• • ->; • ... f ) . 
'. 
' ' 
,·.'c .. ~; :c:·.c-=-!.c..,:~.e:~.:~~-1:·· this. probl-em are ~ . . . j the mean ?tnct·-correlation, oz\. as more-----· -:--~:........~~--~--
' -
...,_ 
.. 
.c-. - :- . 
. ·, ... './· ... 
-.. .·,·_., .'' 
__ ·• 'II, ,' 
,,-,,,: 
,. ,: 
• . • .i •• 
. . 
. -~ ---~. . . 
... . ., . ----.---. . 
.. 
oftenly ref erred to., .. th~ first and . . " second · morne11:t.s.-". resp_ec-
.. 
-·.-----· -----·-""-----· .· -----
tively~ The f·irs-t ·moment is· the expec.t.ed v .. alue-' of the. 
··•_r ... 
I 
process at a time t .; the s-econa· moments are tlie·· expected _ 
... 
va!'\.ies····:.,of 
4 
, .. 
' -
second.' Q:rd-e_r. p~oduct~ of 
~. . ··--· -~---·--------·--'----- -
-
• ~ • ~ • f 
the~ processes_·_ .. 
•.-;..., • ' 
Mathematically · stat~d, they are: -- .. 
'"'7"' 
····, 
...;~., .. .,.". ~ 
'.: ..._.' 
... 
. .. 
. ··----:.. 
.. ' 
------· -------·- ---
. './ 
: . t .. 
·, 
. . . . - -- - . --"-----·------ .. _ - - ._ __ - --- ___.__ -"·-" ---- ·----. .-· . _: ._:_. . .. 1 .. , ..... ., ... ;,,,.-~---·------....,....--------------------------- . : ' ,, -- • l , .. . . __ . ---------
·' 
; . 
' 
! . 
. . . : .! 
··l 
t 
,i 
.. 
......... 
.. 
. ' 
·. ::,/· '( . 
. ' ' . i 
. . . 
.-..-.;> -, . __ ' 
'· 
~:, ·\_,' .. 
' . ~ 
'. 
~. 
--:~ . 
t\' 
,· I . 
. . ~. 
'". 
•·,, •• ' • • ;,,: • 1, 
.. -' ,"· 
...... 
I . 
. ,_· ... 
L • : • 
. .
.. 
' . 
,._ } 
' l ~--·. . 
-'."'· i ~ ' . .- ., - '.. • ..• 
. . ~ 
' . . . • '],, . .·.· 1 
·~'t· :·. •. . . 
' ./. 
. . 
. - ,-(·_ ... .., 
. ~ . 
. . 
. . 
' ., 
,. 
_. '·. 
····---,~:., 
, • 
. " 
''t' .. 
. . 
-
. . : ";.t----- --
' ~-~~-.:-----,-"_~·,,;.- . 
' l 
., 
. 
1..1.J 
l . 
. ''4• i-:··~ .. : 
! . 
! 
~ ' . . ' 
: i 
. ' 
, ·, ,I 
I 
' • I ,, ';"·"' .. ·~.,.. I • 
,.,\,, j\'• II , ·----··......, 
·~ - :'? 
/ \ 
• , .'r .. , 
·-
. ' . 
' . 
..... 
' 
, .. 
' 
' . 
..., ·. 
... 
.. 
,' .l ... ,' 
~ 
' ,·, "I I ~· I ' ' ! 
. ·"' ', 
' i 
\ 
. 
I • 
I 
' ~ r 
.. 
~- .. :·~ .. ', '. \ .,'.' ;,. 
' ' 
r•,\ 
I 
,. 
' I , . • 1·, 
---~ 
... 
' 
. . I .. 
---- ·"'" '•" .-., ' ' 
I • -'I 
. i ' I 
..... 
... 
. .,., V 
....... 
-
rt:."·' 
. ' ' 
. .. ....... _ 
.,........,1 •• 
• II , q: ,'f~ "' - ' ', . 
,i .. ,1, '"'" '- • \ , .. L i 
- f ..,, 'I, T "',, • •• , > I , I- ' 1ft 1 
I .. 
;i_' • 
,. I • •' 
I • 
,,., .. , .. , .... '.'"'"'"'''""'."'••·'"'"."······ .. :.··:;~,,·,··. . . 21 
. . ,, . .. '.,___, 
. .- •··.·. ---···------' ..... --_.--,. __ ,~ - ·:·:·,_·,,.!!"'_:·.·· •.\ll _ .. -·l;· .:;_. -·- . 
' ,:, \ ,. f 
,· 
. '",.' 
. . . -.~ 
.. 
.... 
, . 
I 
.. l. 
: 
l 
. i . 
i 
. . t . -'. ,, - '.r. .. 
' .. 
. , 
. ,, .. 
: . 
' . 
I : 
~J • I • · •. · ' ' . . -..· 
' ' -: . .. .. n .. i), 
·. s~cohd Moment =·,('((t~Y("ti\)·-~ ¥ .• i Y·. \\j Y\l~z~ · 
. . . 
I . : 
, n . 
(j/,f\l I Ji, ·, 
·~ J· 1 1- r ,I t I ; 11<· ' 
........ 
. . 
.. 
' • 'ir- . 
•,, .... 
;· · .. ) 
• I 
I 
:. I 
_ ·--~=--:=:c:::::::=====-.= .... =:c':':;::= ....= .... =·····=----=·-=-= . ·:.:::=cc·_,~-----...... ,.:_, ______ =----=---·=---=-=-==:=-=-s-==--=====:;:;;=-.=::::;;:;;:;;:;::::;::::::::::::;===========#=========.:i::J 
~-- ~ 
.. }t -- ----·------· ' --,----'---·---
.. . , 
(;). ~ . •' . ' 
--~---___ o_r _ l : using the m- j o i·n ~_2~9b~b i 1 i ~-· d ep ~ i~ty ___ t_~p._91; io_n...'--' -_. _· .....-,--...-------'-.,·-·-.· _·_. _···cl._· _ ··:· _.,.. . .... 
.... ---··- ·- ~-----··--·~--
• r ' 
·t' 
; 
. , ' 
.;, 
~--·.c-, 
~ . 
·i:twn••i,-~f,..,,,.11,1'•,..,,.....0.,.,.,_ .. =.,.----- --· 
-~-----------·-·· 
~ 
- - ·-----~--~--- ... 
.. ; J ' 
~ . 
...,,,. •' 
- .. 
... . -~ ~-- _. . 
' . ~ . 
' 
~ ' 
·1 · ·, \ 
. ~ :·! ·. . .. 
• -·· "l . .,,., ... 
~ ·} -~~ : 
':" . 
'\• .. 
I 
--··-·---------·--'!'" __ _:____ __ · _____ ----, --·- .. 
• 
'' 
\. 
. \ 
(Ylt~) = 
... 
I 
~ . 
i(t~ ?l't X~ .. J~·/t~.t~ .. :\.tt\) ~'(, A'f2. •• ~dYW\ 
., 
' .
' . 
.. .,), 
.. 
' .. 
. • J 
. ' 
•., 
-· 
- ..;...· 
-:.--~ ' 
., 
' !-
'f. 
I 
\ , 
. 
. 
' ' 
- I 
., 
I 
I 
·, 
I. ' r 
~ The sec·ond moment is defined· as the 
... 
'"·\ correlation ·function. 
. i 
.. 
i 
· ... ' ' 
1 ~ 
. ' ·.A s~ries Qf assumptions ate now made so. that .. 
- \ / 
,· 
-•-· 
the problem becom~~ mathematic~lly man~ag.eable. , -rirst~ , 
. ! 
'· 
.- I 
... 
' 
_____;.,., _______ . ------ ._______ . --- __ ..;,___ --~---· - ____ ... - . - . - .'-..------------
. ~ 
. ~~~---~~·-~-~! 
i.e. . · 
- -- - - .. ·-·-.._.,. . ---- ····--
t.h e _random- processes· are a-ssµmed ···to b~· ·statio~ary, 
. . 
' ,c ., .. , .. 
.. 
- ....... 
that th:e statistical characteristics are invarian·t under· =-·. r 
- --- ... ·-- ·····-----·--····-·---·1_____________ -·· . -·- -----~----/:!.::.______ --:-------~--:----. ------- ----- ---- -------=--- -·- ---. ---~-----~..,...........---~-- r 
- ~~ 
. time shifts',- and therefore remain the''·s:~e wheli_·the time .. , 
' .• /{-- ~ .'' · .. ;•·1 ... , ......... ~ ............................. ., •• -.... --., ........... , ... ,,. ····: -- .... _., ... ,J~"')A,,' 
-l is ·_~eplaced ·.!?Y -\_-+ 8· where· e .... is ~rbitrary.:. 
! 
I 
~ .rl 
. ·- ·- • I 
.Consider the COrrelat~on functiOn. · <.Y (}~ Ylt:\.1>' _. 
"'• .. •. -.~ .. ·-
1
_Assuming the pr9qe~ses to be stationa~y; we can wr-i1;.e· 
. - . .. -
i 
-• ,·'i ' 
_l 
/_ 
' 
'. 
,, 
' 
i 
. 
I 
) 
! 
' . 
' ( 
I 
\ 
1 
t 
... · ·-=-· -.-=.--=. =:-~=====·• . : . <.Y(t~Yt t~)/=~(1'\t\~ e) '{l.:t:~e)) ,-_- ·•-· .. · . · .. ·. -_· "·· 
--- . <_,, 
-~ . ~ } 
.. 
• ", .I • 
,, . ,,. 
--- -. ~:.-···· . 
. ' 
.. ::./ . 
. '•,.-
... . ,, ' • -.---, i ' 
0 
'"" . ~ ~ •,,,L>•• • i • 
·:.. . '-c)' 
.. ,, ... ' ', 
1 .-----
;..,y' 
1_ 
. • ~ \ .i-.--
... _. .... - -· ·--'--- ..... ___ . .. ' ' 
- .• ,. ' • --T''•, • 
... . ' 
. ' ·, '., 
. ' 
. . , 
~' :e ' I ' • ~ :·•'. ' 
~---1. ' ·-
: • - - '. l • •. ' 
' ·,. ~ ' ' • · , I , I "" r , , '~, 
' . 
,, ''...· •.• ; ,• . _,l 
. :."," •'" .- .. 
. ::r1- -~ - ,, 
t' . . ,; .' ':-: -·. ~··. ;'. •. ".' :'." .. 
' ' . ,.· -, 
'.", :.· 
.• 
' --.--~ : . , 
I' I I 
' ' ' ' . 
....... ,\ 
' . J). . ' 
1,,,1•' . \ 
. --~ . -· ', __ '. ~-:--·-··:· ' 
• ', ', •• ,.....,••'•' • •- I '· 
--- ' ,.,. ··,· -· -· .. ,· .· '•; ----···· ... ,·,- • --;- .,.,, ··---·--· ~·.-:·:·-··,·--~·-· -· ., ·• .• ' •7""·· ....... _ ............ ·:·,··--·' -·--··· - -· ·' . ··- ---··· .. ----- ..• 
_: . \' - ·._ ._- ;, .... :,,:--:t,·..-. .' ., .. ,. 
: .' • I 
··.-
,• 
' ,--:-
,,: -, 
'• f 
t ""'"'"· ,. 
I ' 
.. - _. _____ : 
.' i 
t 
,; 
~ ;, 
" . : I. 
·' ;.1 
·,11 
I 
~; 
'' . 1:
J 
I 
L) 
. ' ~-.-~:·---------~--
I' ,-
1. . .. ,. . ; 
. ' .'i... . \ 
•1 ., 
. -i, ... 
~~\ ·... . . :• 
_.; . /·. _' 
.I 
~ . : .... 
' ,·•. ~ ' ' 
...... , 
I • •' 
~ 
.. 
' . . 
./ 
L. 
·; 
. . . 
: ' . . . . 
... 
. 
~ . it O ... 
' -~ 
.. ,:. ;· . " .. 
. . . ~ 
• J 
l, • ~~uJJ·• 
........ -.--,, ' 
. '"."'"-..,...__,..';'""--, 
.... . -
' '"~. 
. 
' . -
' . 
-~ 
#... ·. T • I ' • , 
. . ._ .. _ ........ __ .. ·--- --·~ ~... .- . 
.. . \ ,• ·• 
'', ·~ I' 'I". ' 
. .• - ,. • I , 
'·· . -.... 
.. ( ,· ·t . 
- . ' 
.. . .... 
. -'t. . 
\,""-.--.·-. I --r--- 0 ' 
' I 
,, 
. ,, •', ' 
.' ,' 
- I .. 
I ' 
.  
- ., 
, 22 · 
' . _ . 
' -
. \ .. / 
' . 
'·' '. 
' 
, 
. ' ·- ,, ' , • •... 
• .• ,,' , VN.:.i . ... '1;,i ' • I 
·' 
.· :~. 
'~,:. • ~! • I 
. ~ 
. ' ~ 
.,? • , I 
11 .1 •• 
. ' 
··-
• . •. ~ .• ,- ·~'.:~ . ... > .. ,-; 
,:.-""" ,,... 
-'. : . 
,-< Yl\.~ Y(l~)> :; -~Yli:) .. "- '-, . , ,- ---.---- f --
,I ·, 
, ·'"' . 
,. 1,· • ..... 
• _1 __ • 
. ,- -- . 
. . ., 
. .. 
. .. ,-
--.· ___ ;:_,_ ~~------.:~-- - -... ·~---··· where ~'ltc\ . 
. : . - -----.' . . . ~-
. • - - . - - ~ I . . . 
is ,,def.i.ned" as the co:rrelation·.- fuz:iction and 
-- - ,.·., 
',. 
a=. -==-.. -=------c=. ·- -=··-··==--==-=-=~=--::;;:;::-. =-==--=·:=:·=--==-===·=-- =---·=~-·=---=-=--=--,--=-~·---:;;;-... .::;-... =----=-==-===-.. -=-=-'-----=-=---. ....:-. ______ ·-- --- -----·- -·--- -·--· ·--·---· "·-======= _________ _:,_:r;: _____ : __ ,_ .. -.-_._-:.-.---::.-~~ ....... ,._·_' .•.. ,~..:: •... -____ -----------· -·=· =· -==·---=====· --- --.-.;::-.-... --
i ..-- -.. ' ' 
' - - . t 
is'a function only oft ' which i.s the_ ·difference. 
.. 
-'----·---~--- , .. -. .. -. -- .. ... . - ..... __ ,_ __ ,_ __ .. __ ,_ ' ------ ··-·~---···-·--· - . ··- --· ···-····--····-·------~-----· ---- __________ _._ _ ___;_---'.r---~--
~---: = ~ ~-~~~~~-~~~ ~~. ~-~ ;..mw »» r=m~u,n..,..--.,\':-_~;;;-;1• 
·· ... -..... y. · .. , 
' !... • 
,. 
,-
.. 
] --
. \. ·-. > - . . - --
. - - .- - __/ .. :-.:~.._, . 
. .. 
. ..... 
' . 
I 
;. .', 
I 
-t· ~- ... 
I:. .·. 
'· r 
' ! 
.. 
'"-
-l 
• 
. , 
•:,.;-
by 3'-t I ,• 
- ""' 
~ . . 
. _.. _ ; 
,,. 
· Similarly the mean can be wr,i tten 
Since .... ,0 is arbitrary arid can _alway··s be taken to·:·.:be 
:-
,-. ,. ., 
. l 
I 
. . . 
' f (Y \\,·,)) ~· ( Y ( o) ') = constant 
- . . 
Thus, the stationary proces~ ass.umption yi'elds 
\ 
two ifflportant results: 
~. 
!,- •. ~ 
. -
a. The mean value-.. of, such-c.-a process, is 
·statipnary ·(canst.apt)·. · .•. 
.. -.. 
~--
. .. ,_ ...... 
. . · .. 
-·-- \ 
·-
. . 
... 
·\.... . 
.  
. .... 
F • 
• J 
- "'--'.-----· ---·-~- .....__ __ ----· ---- -- - . - ---- ··-· ----- - . ~-.l ~- -
-- "---·--· --- - ______ _.. ________ ---------
_The cotrelation function dep~nds only 
~ . 
, . . upon a. ~-time·:·a1··ff-erence. · 
- ' . . 
r-- ~ .. - 2-. ' • 
-~ 
-. 
.. , .......... _..,_, ........ , ......... ,.,j 
1·· I -~ 
-~ --------- ... - --- - - , .. - -- ---· . ..:. .... ___ -~ . - . . - ,, ____ ,,_ - --·-:- ~-
It shall now be assumed that the EJ;:"godic Theorem , · 
- . 
. _, 
. . . . : . 
. ~· 
; ·1 
' ... ~---
-
. . t ~""· -, · \.,. .· applys_/t~ the random processes Y(t.\ . · ~he th~eo:Cem states 
: __ ~ - '· .• ·}.: \~.,.,. •, r-\ ... _ - • • 
. ; \ :.·. - '. - . ) 
-. . . ,· 
. . 
.... 
. ;_'"'······ -that, if_.a random pl:'ocess is, i~stat~onc:3.ry, a sufficiently . . .:--. ... i ·- -.-- . -· - I . 
.. ,t,.,,'., ' •. ,, 
I , 
.• -----·- ·-- ~----· • --, ·-----•••••• :-·,-. ,' ,c.," - ... -
1ong r~c6~d ... ·.'Yt\(t)- ··can ·be cut- i·nto- severa.1 shorter.' 
,L_ 
. . , ' \ 
; \I· .• 
' . . . 
---- -.-~- · =-\=· ·=----==i=: :.=·, .. ==_: -=·' ·:ct:==:~ -·~~· ~·po~~0f>.S-~jNhk--ll~~, ·Ga~:~~be; --t:~e-a teG--s-epar-a-t el-y---aS---.Gn-e~-pa-~~~0.1.f;=:-c--·-=-===· =' .. =- = 
·_ ·" .· ~-- .. , ·. '• . , .. ; - . -.. . . . . ' ----- .. 
•",'. 
' 
'. {} . . ' . .. 
·f :_ 
I' ' .• · 
_ ..' ~-~ .~ -~~- ~ -~-~~--- -~-~~!.~_·f~-nct:~~?_-~-----~-~~-~-~--~~l??~-~~nt re~~+t __ 1?~-~-~~ tha. __ ~--.. -·--~------ := .. ~-~~~-
- - ' 
__ , - ....... ·--·-----.. ---···-- ·-····-·" ···-·--- . ·- .• --~----!. - .•.... ---.. ·-··'"·---·------ ..... ___! .• ____ ,. ________ ---·------·••-.-.-.:..- ---··· ----·-------- . - - .. . - --·· ,, ... - ----·- --- ·-- --- -~·· _, .. _.. ·--.... 
. . ' ... _ ' . . . . . , 
.. 
. : '</-l • 
'· 11 . 
. .,-, • ,;··1 - . . ·. - . 
' . ' 
-- .. 
' -'( . . T ,-,, • 
... 
'. . .• :··~ 
I • •• ' 
'. ' ' . - . ''. ,.: •;. - ; - ·. .:; ' 
- .. 
-1 
-• I 
'. • ,,t ~ 
. .. 
'I. • ~ 
• I ', , ' ,i ·•. I ., 
. -
··•·- ~ ,., •. • ,•.,.,.,, .. ,.-.~ •. ~--~il""""!'W-,,+-o,y/O,..-;•_.._,. ,"~~,•,,';.-.,,,--(-,,c--
. . 
: __ , 
l 
·i 
·-, ·/' 
,. 
• I 
.. 
J:. •, 
•· 
··""11·: 
- II ~I • 1 . ,• ., 
\ .. 
,.,. 
·t·" 
.. , 
.. 
.................. , 
. . 
--, --=- •,'"' 
' . 
. --·~ ·.~ ·, -·· ~ - --~-- .. ·~~- ·_·;: ','.-: ' '·:.-: ::;.: ·~-· ' --~-:-;;.,._. .. , --- --:-- . -::. ~~.-~---
, .. "---., -'t'.:,---:: .. -,;:: .• ;.---,--------------- .1' ·• l\ 
...... , .. " ... , .... " .... '"'• .... .. .. .• ! . ' ' ,, 
....... - - -,~" - -- ' -... __ .. ..._ _______ -
'· ' 
. "" 
l 
E .';l ~ ·: 
. } 
I ' ~ 
I! 
I 
-·' 
i' 
. . 
'( 
' \.~ 
'" 
v· 
r 
r 
, 
.. 
",..,, ''," ''J.i" ,, .. ·~ •. ·::,, ' .. 
~-
' . 
. • 
'· 23 
,, 
ensemble averag~,s may be ·replaced by • • I-, • "' integrations 
singie record,. for example· 
,· 
-
,:;;;I 
-11, 
Note t~at 
I 
• since any one of the records.· can be 
the ·integration, the 
tees the equal.ity of 
·ergodic property 
.. 
time ~·averages. 
\ 
I 
as~umption 
/ 
This result 
nec·essary if explicit results are to be obtained 
further integrations along the time • aX·l.S • ,., 
, 
over a 
~' . 
for 
• 
guaran-
.. 
1S 
for 
• 
A power ~pectrum I which measures the con-
.tr-i-bu.tion of e·ac.h frequency .. component .. in '((t) to the 
) 
mean I 
,_ .. 
1S defined to-be· the Fourier 
' 
Transform of the correlation functi6n 'R~l"t) • i.e • 1 
• .. 
·, 
I .. 
., . 
• 
".(\'"',, 
., 
•' 
. 
\ 
-
-~-,, ... 
~-
... 
·-----------------·-'. 
..... : 
:, .·. 
'.':--· 
" 
. t 
l 
'' 
.. 
~· . 
i 
¥ 
' I 
.;_· 
C ,. 
i 
,. 
.. 
------··-------·--..a.----'---~"""'---~-----· l • 
/ 
---,----:---·--=;.,...-----'-'------------------------~-· ---···----- ·-------------------·· --· ·- -----r 
't ~ 
"(''' 
I 
, ' 
.'•• I• 
l 
I 
- --- ___:_ 
;; 
. - . . - .. 
, ... fl. 
.. • •• 1 
---· 
·- -. ·~' ·-
,·,,"':·, 
_ ...... 
-··-:.....: .. -=.:::··:=----- ------=::.::=::::::... =.:.::--··:=-• ...-= .• ·--=----·- ··--' 
.. 
1. 
J'' 
f ___ . ... ~~. 
-.;, 
.•,t 
• 
• 
.•.. · 
•. 
;. ..... 
.. 
:• .. 
.. 
. -~._.. ~ •- . 
-··~.-~-
'L 
·. ~ - . --· 
,• 
-~·~--u.; 
- ,. .. - -, -
··: .... 
t : ' 
co 
-· 
..... 
-
. ... 
-
-
1. . .. ~ 
. . -··· .. 
--. -------··--~---------· 
. .. ,_J. 
~-·····-···.-~~ ... : ..... -:.~ .. -·~· . 
........ . 
. ' 
'---'--'--' 
.. : : . IJ 
.; 
\ 
,· ., 
/\ ,, 
\ . 
.. 
,. 
-~ . ~ "'·· 
'• 
;~"" .,' .· 
' 
.. ,_. 
. : 
--~~--~, 
.. -~ 
. . \:;· 
.. 
·~ 
-~-
·I 
~ .•. :., .. .J 
I . ./. 
; ·"' 
;, 
: 
L ___ _,__ 
.~--....,·~:·;it~ 
. 
' ,. 
•.-
)"' : .
/ 
., .. ,• 
, .. ,. 
·,.-, 
····.• 
~· ,., . 
.__, 
-~ . 
'"'-,, 
.: 
-· ,- . 
.. ~. 
) '-'· 
T 
r 
J 
\ 
-·--t 
. ..... ,. ·i 
.. 
;~ {c 
,· 
•· 
;. .. 
I, 
' ';? 
··------~,,,·=-==--=~=cc'c-----~----~....;..; 
/, 
.. 
' ,• \ ,l > "'" 
·' :_;..,'·-
•· 
'' i ,', 
- .t, 1/•' 
. , ;,1• ...... -,.1., . 
"' ., 
't'l \·· 
"..· 
' -, 
' ,. . 
.. ·.·. 
' ' ' 
,-· ---- - ·- ... --·-·------~-·- '·-
' •,' . 
' 0.,,.,.., C ,?•! • . -•• ,. >':T'••""' •' ,·,~~--
., ·-· 
...... ',. 
.· .. }. 
l 
" \~ 
it 
J { 
·I-rm 
. . 
,, 
. . .. 
.. 
- - ' .. H .I'~~·-
. . 
, \. -• ., -~ - . . .. . . .. 
. _._ .. ; --,----,------....-0.--~.:....---:--v---~-·-:---~-·-----:-
. . , 
-" ·- ··~ '' 
'-'· ... 
. , :; 
·;:' .... 
' . . .. '. •'· -~---· -····" 
. ·-· ". ,. 
' 
... ..... . 
· .. \ ' 
' l \ 
•' .... ,. 
I 
. ~ 
.~·· ' .. 
' \ . ·. 
. . 
\ ' . 
.. 
• 
,·,: ,_ ·-. ~:~ . 
1,.~ ,• • 
'~"' "': 
., 
'' , .. 
, ... ~,-
• I ..... ..., 
, .. /t I• ' 
' . ;_' " 
.. ' '·" .. 
. ~- f' 
· .. ,. 
.. 
...... \ 
. .. ... 
" 
.. 
.. 
"'.'· '· 
1 )s·, .' > . It shai1. be1 aSSUffied that. '((l\ 
~ • .' . \ . • ' • ·' • ' ,' i -· .. ,. ' ' ~ . . • ' i·s a white no-ise ' process;_ ' ~ 
l, 
. . 
J;:. e. 
.,.,,.. 
that· all ,frequenc·ies··.a':i;'e .·present' in equal amounts in 
. _ ·· .·: . • .... :~.'. ...... , .............................. '..-........ , ____ ... : ... ;,~, ........... ,ccccc;.c;.·.c• .. c-: .. c.:,.;,·~::cc ........ ;. _________ · ' ----,--- --- · ..... ---- · · ' .• -·--. _ ... -~-· ........ _.. ·, --·-----·· -,-·'-'--~:~'-'--~-----·,------------·---------
. -~ ~--~-'- · \ (t)- ·. ~ · Therefore · · · . · · · -·_ -·. · · -· · · · · · 
, 
,, 
I . 
'. 
l: .... .. •, . 
-"·~·--..... -·........-.c..-,...;..........· < -··-" ,=__,_· - .... .._.,_, ___ .._._'_ • --
. ' .. ' - ,_ 
. . . 
~-- ·-·----~~---·-·'•"'""· ........... - ........ , .... _________________________ , .... Q Q-------
·--·r·~ 
I. • 
- -· -
·.· 
--~;-' . < : ·--···· "R..,l1:) = z-'<lt.~ Yt-wy~--- So?"C ~u) = 211' £;0 ~tc') 
1' ~ • J ' 
' ... . ....... 
L~ ~ I . 
-oo 
.. . -· - ... ____ -
i I .. ' 
0 . 
~· 
•' I 
'• 
,< . 
. : . i 
' ~-1: 
. r 
- ... 
' \ 
~__, __ • . . - ..• .l .• -~----------
,. .. 
-·· 
. ·, I 
. _f. 
, .. 
e. 
. . i:' 
. ·t 
} 
.~.~-. •· 
·' •,. 
1t: 
~ 
\' 
.. 
'• 
· _Finally, '
1 
it ·shall· be assume4 that Y(t) --is-.a , .. ··· 
:~. i' I ! r'- . "'""'-· • 
. ·' \ 
,, 
i . 
,, 
1' 
.Ft ' 
. ' 
- l -
/· . 
·-·. _!, . 
. . 
• 
'·· .. · i. . 
. . 
\ • ' " • - ,# 
· .normal (gaussian)
1
, ·Markov 'process. · The results of ~sum-
/ 
, .... ,• -· 
ing the pro9ess to .be ,g~ussian.-_\shall be ,pre~ented · later. 
A Markov pro~ess, which. is a one step memory random 
_. .. - ..! 
.. --.- - .. ··-~ 
J 
.. 
. , 
··\ \ . 
- -. . .. process I hciS the property thrt trie probability· for the 
a value~~ at~a time 
~ -~-
' 
·. .. .- ' -
,• 
,.·· j ~ ~ 
. . -, 
- .. . . 
. . -- -
I \ 
random pr·o~:ess{ .~·{ l) t.o tak·e ·i on 
. . . 
-t =t~ when -its values at some earlier times are ·known, 
. "'· ,.· depends only on· its most recent- valu_e '<n+I -;·t 't.• "tn~1 ·- - -. ' f ' .. 
~:.-... ·t,-i . -..... 
' 
. . 
• I .. 
. ' 
., 
tr . 
' . 
.. .1-- -·-, ... -
' . 
-·- - ·-------:. - -1-
•..:· 
l 
'. 
• -,.
! . 
, .. 
.. 
'· 
' .. 
,. 
' 
' ,< 
;. 
' .. ,--, 
. . I 
., where 
. . . 
Mathematlcally., ~-the· prqbability . •• 1 " • 
' 
. ' 
'1 · t 
· f T:.: •' : _ ·aiStriDution Of-: Y(t;\ _: ; ,_ gl; ven Y l-\:.i\Y(l~ .. · . Y (-\:.n) . is -.~ -----~~~- ,·----
w • • - .,. "l ... • !I, ~ • • ' ~ '-, ... " • • \ - ,- • ·+· . - . :i ;_"'!"'. • • • . .• :. . ; ~ _., ' . .. . ; .. ' ~ .. ··, .. ;_ ' 
.., ... j .,. .. - -,~ . ... •,,,.. . ·- ·-· ., . - ... ~ ;. ·' ~- •' ,> .... ; .' .• 'Pt 4. . .. • • .... • .. ' .. ...t. ;,/ ·-~ .··~·. ~:~· • ,' .•• ' . • .. • ~- ~ ;_ ; 
. -l • 
;~ -•-•··-·-• :-·<;liven- by the condi tion~h .pl:Obabiliti~, ......... ·· _______ _ 
. . }.~~ -- -~ .. ' -f _., - ------ --- ·----'--~-.----'--..---- ---- ............ __ ... ----
t . . . .. 
.... /. 
. ; . .',. ' . 
. . 
. . : 
--- •• -·- •·----;--:... -• - • -,-- -~_;_ ___ ':,.. ·-c··· "',- ----. --, 
!' • • • 
) ". . . . 
·\I . ,; ··' '. ' . , . ~ 
- ... - • .t •• -~ ~----- ~. • •; 
• :,t ' - • f • 
• I , 1', i • · · 
---- --·-·---· ... - .. ~Iii:---··", ..... - •. _.. ... ,.. -· .~ .......... ,. ....... 11\ ... ,,6 .. _ .. ___ "'""":'---;------··- -·-·-· - -:: •. ---"!~-·--·· .. t· i 
.. : ~ ...... : -· ...... \-· . 
' 
. ' I 
.. 
' 
·· ... 
' 
. . l . . 
. . .p lY(l~\il{~~tl~). -~ ~~H:i\\ l: i>(Y(t~ :. :Y(-ln)\ -= 1 "?( '/H.~\ Y{llJ \ . 
i'" ,, . ··:··· .. · _ "?(~l~1.).~.Y(t.nl) -_--
.. ' .. .. . ) .. 
...... r 
- ,-·· ·-·-··. - , 
,. 11 '. 
- _·. . . ~ 
,. 
• 
I . 
. '. ,• . . . '{ ' ' ' i • • ,i \ l ' \ ' .. 
,' ' .. ~·,, ,' ·i./:.,L . ..J. . .- . I • '· 
. i .'. ' ' 
• :. . , I .. 
! ~ ...... ..'..,...=-:•-~- ·, ... .. . 1 .·,,. ..... 
. 
. . 
... . : .. 
' .. ' '. ' 
. 
' . . 
. ·.• ,• 
• ·1· . 
'I ·, J • 
.,, ..... ~: '.;"' ...... f,~t!~·.;::.:.: ... ,,,, 
. ' 
I• 
'I 
' Cl 
-., ( .. 
-~ .• I 
.. ,,,,, ... , .. -.,/.,. 
., '· · I ' .. 
,t · ' r 
~· . ', 
. .. - - - ·------; .---=--: -· -,, ''-.-------" -,-=c,,e_ ----'--- - - -
·/ 
. - . 
. . . 
i ' 
\ 
J ,.- -
.. 
. ' 
_;_/, 
.. . ".\ . 
·.·~ 
. ... 
'· ' ·, . ~ . 
. .. ,.. . . ' . ' 
. , 
. j 
1 ··-···. 
.. . 
' 
'' -,,.:,J .... , 
·" 
. . : . 
,-] 
' 
' ... ·'. 
t 
' ' 
·i 
) ./ 
.. ( 
' \ 1, .••• -·-- ' 
1 
I 
/• 
.. I. 
,h i 
I 
' '• 
.. 
\ . 
/ 
.. 
- --.---
/ 
.,'· . 
'' i, 
. 
. t .•.•• ·.; . 
' 
. 1 • ' 
-·--1 
.!.. 
,; 
i 
. l 
I 
·1 
. ! 
t • 
I 
. r -
e' .... I. 
' 
·' 
,i 
' . ;~-; 
-·· 
--.: 
-~ .. 
j 
' :.-:~~ ·•. 
. ' 
\.·~-
. ·~ -
'· 
'' 
., 
• 
. ·.~ ·· .. 
. ' 
~ ,..._. 
• 
, .. ,. '·:· 
.. ',-,~···~" ;~: :,,.,. ·····'. '".' ,., 
•',I : 
' . 
I,. 
\ 
i 
) 
.. /,.".· . ( _---~ ..... inarkov p~ocess c-an 
\ 
' . t . 
I 
. . . . 'l • 
trans.it1onal probability~ law, 
Fokker-Planck equation 
\ 
-
-
• 
... _ 
\ 
.. 
. 
I • 
~· ,,
,, 
..... -·, \ 
......... , ... 
/,,,• 
\. I ; . 
," ·\ . 
•·· .~ . 
I 
. , ' 
. i 
•' . 
\ 
", 
.. 
,·. 
' , .. 
pe ·cqmpletely 
I 
. ', 
,· 
.. 
.,, 
. .' 
·-.. 
• 
' 
.'/'I.·. 
·'-' . 
25 
. ll def·ined·by· i~'.s··> 
' . 
~. 
""'. I•"' 
If:•:,·:' , . .,. 
which • 1S describe¢l·by-the 111:i_ ... • • ... 
--~-----------~~ 
~( ~·,l -P*) 
~ ~·,) 'Xl 
~ ' .• 
+ • • • 
..... · . ~'....~--,----...~---· 
---··-··--...:;~ .. ' , ....... 
-·· 
i . 
·~ 
•· 
-where • 1S the probabil-i ty· ·that, • given the posit-ion 
' 
... 
. . 
-···· ~--' at time the system will be found • in the differential 
... 
I 
element 
. 
:~The· coefficients 
i, 
< 
I 
.... 
> 
-
-
, 
-· 
wnere 'the ·brackets ... <· ) 
are 
,, 
At 
... 
r.efer 
-. --- -- ------- ________ .. ______ .. . --------·--- --·----·-------- ------------····-· ------ --- ----· -·--------- ---
the phase space at time t 
' given by ., 
.... 
•I·,, 
' 
• 
. " 
..... (4 ... 1) 
., 
·. 
~- ..... 
·, 
- ---·-··_.... 
-- -- -------
to the expected. va.lu,e of 
--.:;.--;: .~ i• 
the guantity: containeq wi tlt;L_n: }them, and 
• 
, .. 
. ' . • 
} 
(" 
. . ; 
•- ---~--_, __ :_._:+-' ---:---~~~ 
•• 1 - • 
_ ... 
I 
• 
' 
,····. 
·-
\.. 
- ·• 
....., 
----------·- ...... 
.. ;'' 
.... 
- -·--------
'. 
___ .... .,...: .... --.r-- . ........... -"-" ---, .. 
,. 
'· 
. ' 
); 
c· 
': 
·--- .. . . ··-'' i increments· in the phase plane,. 
... 
. ' 
which 
'...c, .• 
..... • 'v-
.. ,_ 
. ~ 
'. 
. . . ~. ·, .. ~ . -
.. ~ . ....._ .. ., ..... 
at -hand, .. · is ·formula-ted 
- . . ' ...... 
.• ! ,; • '' .: ,;, .. , ..... 
.. I~ 
. .. 
- V _; . . . : .· ,f .. ·. ·. 
. : ............ ,, 
by -the 
• • ~--,,.... I 
' ... 
.~. 
. 
. ' ... 1, 
,.,. ., ' .> • \_t' I ,• 
. · · · ... --- · · ·· -- - - ' · c ·· . , · . . . .·. . .. · ,c · ~' r' ~; ; ' -~ ;' '~ • · . 
... ~ "'"-. . . . . 
--'-------'-~-~~·---'-c---~--::-. --·-. . . . :.... -~-'~ ~-~ . . : .. ~~~---~:;~.::· . ... ===_=c~=-~ ----- -~-· --- ' ......... · --. -- ' ____ ,_ --- -· . .--·---•' ----· 
• 
1.;.,, 
• I 
I• J 
~--"' 
... ---
. , .. 
. ~.::·_,, 
'· ... 
,· 
' t' 
. ~ 
:a.:-·- •"': --. _..,..:.' .. - ,, _-::::_---=-----· ..... -- ... ~--. ---· ·- -· .,. ___ -.. , 
- i 
·, 
....... 
... 
<t 
. · .. ,- t .. ·-:·: -..... --:: '. -·. ~ 
,'' .. ,. ''"""'''·'· . ,,,; .. , "' 
.·"' ,;-----
··I x~-------... ······ 
.--······; 
. '
(4. 2) 
') .. 
··-. -·-·· 
; ·_1, ___ _ 
'· 
• I 
;:)·.'···-•·,r•. 
---·-· 
------ ··--'-,- '• 
- --• - •. -4 .-.. - ' 
. ~. ·• 
. " . 
,o ·_' ..... ..,~ •• ~~-r--- ~ '. ,-;.;_2_ ri.~. · •. • ,: , .. - ~ ·~ • · - .. ~ • -· •• ,, . - t'· . ·. :··.. . ' .• -
'I 
' ..... 
.. 
• 
.,. 
··,_ 
.• 
'. 
1 --~1---
. ... -~,.,,. . 
.. ~ ·--
.,,, 'n;· . 
~,- .,._. .. •• 'r i"' 
\. 
I• 
'.; . 
~!' ),or • 
·• I' 
I 
_, ..... ---~:-·· 
·'· 
--~ 
".,1- ._ .. __ 
·-~ ... ·., 
·' ~ 
. 
..... - .......................... . 
• , I 
q 
.. -. 
<, ./ 
. ..... 
\ 
~: 
..•. :,.:: •, 
. •· 
; :til ~ .. 
' 
,·,, 
I: 
• , I 
,( 
.,,i 
'···\ 
l 
' 
~ .. - ··--
. . 
'J 
',. ,. 
I 
-~ 
;; 
I , 
'' ' 
·1:- ,· 
.,,. 
SJ .! 
,. \ 
:"\' 
I . 
,)24 
' 
(. 
l ' ,,
(.' 
··~ 
I . 4 I ;as l C Si! ·'· C . ),IM.JA@Z;c1;.,..,.,,';::',:;,c, <:,,:·:..-.·,-,·- '·' '""':-"""'"':""""''•~";'-- - , "' ·,,. -··-·· , , . "' \ 
' ' 
. . {. ' 
\,' • ,-,1 \J ..... 
' 
'·, r~· 
... 
I~ ! "-••.._ 
-.The 
.. 
• 
co:eff icients 
'· ' 
' I
/ 
.. , 
. .. -
.'1 
... 
., 
·1 
., 
, 
( 
' 
'} 
• in the .Fokker:..Planck 
, .. 
. ' 
,' 
t ', ·, 
. , . 
. -
-~ 
.. ~· 
\ ,,: 
·1. ~ . ...26 
1 
.. 
equation 
~_re 
I ' 
' 
·- - .. 
- " - ---- . ; - ,.__ 
. / 
i 
I f' 
/-
•! ' : 
/ .. ..,. 
t 
----~--·-·"•··-~-·-·, -- - ............... ., ., .. , ____ ·-----·-~-"---·------------·--·-.. ···-----·-__._·""·- --....------~~---
. 
--------~,.----------------·-----·----...--~-------·----------..,...---,-.. ---'--
---.. 
.j ' -
'f 
. 
............ t 
l 
·; 
' 1 
' :>j
.:,,,-· 
./ 
- ...:.:-:!..,· •• -.,.." 
.. , 
- -- -· r 
·;-,··-· .... '!~ .· -.. 
l 
I 
.-· I 
-t 
J 
·t 
.... > . .,. . -
., 
•. 
t 
· •.. ,' ... h 
-·, ---- - - -·· ~--
·-1.- --_-
J 
' . 
-
- -
• 
,·· 
-
-
,. 
r. 
". 
-
-
~·, ,._,._).. 
I.' 
-
- 0 I ., 
.. 
• •• !, 
. ~' 
The Fokker-Plarick ' . equation. ·becomes then 
:~ 
., 
,· 
....... 
----~--
'' 
·------¥'· 
While the solution to equation (4 •. 3) ' .. is not known, ,, 
. ' 
•' . lt • is· possible to calculate the ' time of the first 
and ... -second moments py .in_tegration. gaussian · .distribu~ 
' . ' 
... ,,,._. ··: 
A 
. .• 
. 
.... , ... . ·,,.,1, ..... - . .. I -- -
·' 
..... !.,.·.•,-
___ ,. _______ ~,.-- ' . 
' 
, 
-~, ·. ~- ·. --
. . . 
. . 
-.·~ ".:. 
" 
. .,. 
.. 
- _,._ ·~ 
j 
,., ' 
- ,-.;p . 
. 
. 
. , 
. 
I 
.. 
/. 
--- . ·, .- ·~---------- tion has-- bee-n-~assumed as stated previously. Character- -- ·---·-----
.. ----< ·- ~- .-.- -..,--- . 
-
( I 
, . 
. I • 
.; . :. ~- \ ,. '·1 .... , 
• 
_,_ .. .__::_ ... .._..~---· 
.. 
·,,:..·· 
'1 
,!,-,..,' 
I t • .t:: h ~,t lb t 
.---~--1:s tJ.G--Q-.a.- ---s-ue- ---"-a~-~1 s tr 1 u t 10 n 
-·•' 
are the. following end 
- - -•.,,......-.-- ------- --- _._ -:~i-
conditions which .. must be "used·-to 
'· 
evaluate the a];?ove • in- --
.'.'"'"'i"·.·. ·-· .. ,. • - ·-- ,-.:;....c----' 
.. · 
. ' 
i.' 
' ., 
.,•,•i' 
__ _...,:.i _____ _ 
..... ' 
;o. • .. 
.,,,,-..,,1.,.),+.l. 
·-· 
. 
. .... _ 
.. .,.._ 
aija· 
- Q 
- . t.. - ;~ ·'"' 
. t "'" 
'":"::____:::-::-'-~- 0, ----·. --. -~-=---.-•--·~·-.. - - ~-- - -:::-------:-:---· ·--· 
.:,,"':, 
----- ---
'T ~ . ' ·. ' 
· - .. · ." \· ::. ..... .,: 
• •, I• ho ,: , \ • ' t , ' ' 
/ 
.... :--·· .(4. 4) ,, 
l. 
I\ 1 
. '\ 
,. 
;--,L__ ···--
.-
' ~- ' 
, I 
' 
_(:)Q ·,~.O ,.--.-.---
~ . ~-- -·~ ~-~--~--' _' _ _._~~---·r-~~-~~--..-·----~:~~-~.·~-'.'-.:....: .. :...~-----. -----~----·~-... -....... -.....-..' -·~-·- ~·-. ·-··---
'-•-,--
. I 
\,, 
' ' ,., . 
. 
. 
I.·,'·· 
: ., .. 
. ' 
... 
i-.'.''' 
' . 
----'--. -~-
' ' 
','""""·'"'.'',''''.'~.,-,,-.,, .. ···.•·--;··' ... ;. ::~;_....,.,,.r, 
' . ·,./,' 
·. .. ....... I. ~ 
.., .. ,,_ 
I!,· 
.. 
., 
" -•.-,'.,.' ., . 
' ... - .. ~I' ,_•'·~· • 
'' ' . 
. , .. ··), ,. ,. •, ,. , .. ,. ~:· .. ,,.,.,,, •' . 
' .. 
,.··.'· 
" 
. I 
~~- ..-,. .. . ~. ' ' . .. . 
/ : 
t ' 
" 
. ,, •. ,,,,,,·1·:··'·'':' 
., -
,.-~ .. ~~~~~......; ...... : 
'-.·".!.: " ' '/).,;, ... 
JI 
,i 
l 
I 
t 
" ' i 
<'. 
i 
·. f 
f' 
,,_ ... · 
! ' 
'' 
~'·• 
· 1 
,,., .. 
I .•. 
• 
~ -·.-·' 
---...· 
;:. ..• ! ~ ..__ __ _,,.• ____ -
,' ~· 
" 
•, 
,1. ..... ..,-:_ 
I 
\ 
,•,.\ 
'" '•' i'· ,.,,.,, '"'1,l;•"' , .. , .. ~' 
...... _ 
. 'I,.,-----~---·· 
. .l.,, 
'\ . 
.... -~---- - ----"'{ ! 
, .. ---·· 
' ~-,,- .. 
• I 
' . ' .,•., ...... 
•I 
.. ~ r~~- ..... 
, r 
··l" 
.J, 
' . 
.-
' . 
. 
.27 
Multiplication . . . . . " ' . ·,· ' ', of .equation arid 
"-·'. 
. . ' . \ 
' '· 
, __ -·· 
ly, and integratixig ~long the - . . ·respect1 ve s:tate~ variable 
11"!"•!'' 
. -·- -···-·· ---·· --•·. ·- _ -_- _____ ··----- ~ _..:.._ __ i- :.:·~:-::~~--:, .• ~-------·----··-'-...::,.~•-·-----=-~--~.:_-:_:.:::.:.:.. .. _-.:,~::..=...::.:::.~.:..~~::~:.::::;---:-_=:.:.::~~.~--.::...:.:,::.::...::::.:;::;::_::::;:,;:.:;;.:.-;--..;.-;:.,:.~~-_;,----···_:..:;~.;.~--~- ~--.. ·: . ,,:.eo~<q,,on·: ,« .• ,,,..,, ._,,_ ..,.,,.1, .. -,.,...., • ,. ,., ...... , •• ,,. ., ,, .... b, ·---~,--- ••• , ... -- ·• -~--.. • ·-.-.-~ 
. ,.,,, 
. --· i'"' 
! ·.~ 
: ,\-
it'' 
..i 
___ j 
. ' 
-' 
,• 
,u••'.'' 
;·· 
J\: •• 
·---·,· . . .. . . ... . . . ...... -- ----- .. ~---- -----------L--~----·------- .. 
-----~--- -'~----------·:axis'. __ yiefl-as~-- after :stra·i-ght.forward integration by 
' .- u . 
--·------·---·- -----· .,_ 
parts . ' 
1-
l 
,-~' 
;' J' -
B 
I 
., 
l 
I 
l 
. / 
. I 
·, 
i 
. ( 
'•:. 
.. 
·---i:-·~-~ 
j 
l. 
------------- - - -----
,.·,.·,: 
... 
. . 
i 
J 
I 
·- ... 
-. __;...---· 
., 
, . .. 
, .. 
' ..
'. 
' . .. 
I • 
-·----··---·----- ....... ---..... ·------------- . - . . . 
I \ -
condi'tions I the time 
' -
,, .. , ...... 
_, .,.· 
·the first/ moments .... ' ' 
.,. 
... "' 
__ ,.___ _ 
- ' 
-
-
,\ 0 
, I 
' . 
.. ~. ' 
' .. 
,4 Sim.ilarly, 
~ '. '; 
multiplying by 
... 
X,2. X V ) \ I\~-
yields, by sim:t1·ar ... mE;thoq.s, ~.the time hi·story 
\ 
of 
' .. 
•· 
....• \, 
__ "J 
(4. 5) 
, ........ 
I and 
of,.the 
-----·---·· .. ----·-·· 
. .---
; ' 
h 
· .. -~ 
i 
. ' 
I 
l 
l 
I 
:. 
' 
1• 
t 
\ 
,. 
,L 
·~cc-c--~-==c--:='=~~==~----~- -~-------~------==--------~--~---~-~----,----~.;._:_---"--'------ __ ·,.
- "' ; 
,second_ moments. ..,_, . -.,....ii. .. !4, 
\ 
. : . ·t. 
.. / 2D 
........ - - ,' 
--~-,... 
(X.X2.) \ -- I - ~ .... .., •... ,,7' .............. , .. :.;'f,,, ,-i,.';'.'.) 
•.. -t: 
,,_ 
- -- ---,-·. -- -
(4.6)-
- ..!. 
.. 
'\ 
-. 
0 '2 ''•/. .o 
- -... - . - ·---~ ----r- --- -· -
"I. .. 
....... -
• I / 
---· ------------· ·----------- ---- - . ·--
-- -----:. -.. -··--r --
...... -. 
1 
of the moments are of 
------·------- :--,.---~~-------s,,.-----;---
time hist:ory the form:" 
-- -·---- - -~-.·-------
'·.' 
. \. 
~. 
... 
.. 
.. , 
·-::_--:-.-.------·-·-' -
..... 
~ ... 
' ', 
' _, 
' 
. . 
·:-,::_~~-?':!""i•,-·:,o;f"r:i'·'·;·, 
. ,-
' ' . 
"~ .. 
... ·'\ 
- . 
. . , . 
. ·• . -,- ·--·-- . 
ii. 
. \, 
~-
..... 
... -~-;: ~--·· ,_· ---
·---..,' 
wher·e" 
and 
• ' I • 
_. 
~:,, 
-, 
....... 
. ' -
...... 
. 
• 
,I---
cl!·~· 
!t 
___ ___::__---------.-·. 
--·Q-r-·-----
Y\ 
- 2_c.\lli 
• 
. n: I·. 
. 
.. 
\ 2.. ) .. : for 
.--,---,---- - " -- ._. - ---
for 
•, . 
, ... ' 
. 
1: 
'ii 
---.,;. ... ··-··,·.···-· --··-- -
'· 
_,_,...,.,.....-. 
.... -
.. / 
; . 
- ' 
-- ,. : 
•·.~- . 
__ ,,i 
. 
the· .. f-irst -- ~· moments 
-·--~----~---- ----~-cc---
the second moment 
.... '. ... ·;·· ....... '-··•. ---···-·, ··----··, 
---..-• ----·-1:---- - " - 1 
'" :....---·· 
(4. 7) 
.. .~ 
1 
: 
• ,iii·:. , .. --
\ 
- - -·.: ,:-' - ' 
"'. 
':': 
r 
t 
:c-'."'.==-c:==--c:-cc,-c,~c-===-c-,-,---:,:,,-,:-:=:c==:,-=;-. '7-: . . ===-::c==.-= ,-=-=,c-::=-::,,,.;.,= .  ---. --,----. -. . -
.. -
I 
'· 
·. _/ 
•· .. ,, 
. ,, 
. 
' . 
·1·· '; .. ' \ -,t,' .•. 
.. "'~ ... ~~ ·. 
,· 
- ,.• ........ _, .:.__...,. ___ .,·.~---
. ' 
' ,, 
,· 
f ·. 
' ; .. 
'I 
: ' ' 
. 
~. 
.. 
: • ' • 1 • • ' •j • • " .. ,-~ .. »---.-,•~c,;•'----·•:......-·•~••-- .. ...1•••• .. •>-•'._:,.,.,<.-l,O.'-.,;...'~-, .... _, __ • ~ _., ..... • ••• 
_1 ·, .. · ••.•. ,. •.• :_: .... ~:.__ ... ,~,.....__..,, __ .. _' ··---·-~ 'i::·~·· .. ;, .... ~------ ... ··~·-"'-·-···~: .... , .. ,.: ••.. ..:.:'. •·, - ·~··· .... , •. ,__,,.. .• ,. .. ~ ....... - ,.·.~· .'. . • :~ . • \ ' . 
I, 
. ~., .. : ..... :.,; •••- -.,. ~· .... ~- ~ "••• '_,,· ,;~-• -"' .,,.._ "•• "' ... ,,_, ~.._: _ _.. ... ........, .. .... ~-~ .. -: •·•kiU• ~-· ....... .:!..-... ·,: ............... ,.,.",• ..... , ..~J"'-'"'''.~ ••.. -<."•H••'"'.°'"t-:•· • • :· 
~ 1 ' ~- .. 
j 
,, 
' -
. t 
i 
., . 
"'~ .. --.,~ --. -,_,,,. :--· .. -~~, .... ... '~. - ...... i_··.: . 
i 
\" 
- .... -· ···1 ---. 
µ 
, 
' . 
'' 
... 
., 
f 
·--
.. _ ., 
• 
- ' 
.• 
), 
I. 
• 
' .. 
: .. ·. \ ·.:. ... ,,,., 
.. '''.' .. . 
.. _. . 
' ' 
, ........ 
! ' 
" ,t 
, ' 
't ', .:a-. 
,, 
r . 
~·· 
.• Equations~! ·1 (4. 7) • • rewritten. ·::-1 .• 
,·,--:--;---· I • 
. • 
,· 
.. 
)' 
,, 
. .. -c1 ... '.r 
,1· ,· .• 
I 
'I• \ . ' . 
), ', (·: . 
. ;,. 
',¥ 
ul•.l ,•, 
.- .. \ .. 
, . 
, . 
........ ,, 
\, 
'- '• 
' .' 
. ( 
' .. 
. '
• 
., 
,. -_.,' 
~~· .. 
,, 
,., 
. ,.,· 
' ' .•.
1, 
···-
' . 
.. ~'"".;:...-.~-~-----~--. ~:.....~,._... .... ~-=--::---..,--~,e:..~. -·~'~· --~s1.-...-r...;~~ ----·.:" ~·-·t :-:.······ .. ··-··_ .. ~~~~~~ • ...:.~~-~~·-:·-~.:.-.-- ... ., ... 
'.. 
., 
• .,_ 
.. 
f'.: - -
- 0 ' I • 
...... _ ... 
,-
'·· 
(-4. 8) 
'· 
' . . 
-·--- ----·--r-----------~ --~-·- .,. ,....~~·. :. 
> 
~, . 
- ------·------~---
and __ .__ ----~------
. ,. 
" 
_,,,_, .. 
-· 
• • 
·~ 
-
-
- •, 
C> ~ I I, 
- __ _j ____ . .. ' - ~ __ .;,._J:. __ , __ 
..... 
--=-- --- ..:. 
.,,e" 
• 
;., Equati_on __ (4. 7) results • in a. polynomial of the form 
-; -------- - -----
_:.. .... ... _. ···-... ····· .. 
• 
-e-
' 
~. •· .. --~- ~-~""'=""'7-n-,••~t~•·•n.....--.-;.-· 
.. ..,.. ~',-. r -. ~ .. f 
., - The Routh-Hti~itz criterion (see Bibliog~aphy· 
Loi•·" 
' .. 
. - ..,.. ,,..,__ 
' ·1·· 
i Fefe~ence 1.2 ~) ~tates that and sufficient 4 
, 
__ ..... , 
·-
" 
conditions for are that each root of have 
- ,. 
.. 
--- ·--. -~-----·-·· ------··------ _.;J.. -- . ' . .. . -, ' . 
to stating negative real roots; this I 1S equj;.valent -that.: ._ 
.. 
..• 
~.,... . 
. "J'''. 
- ·- . --~-~"'~ .. ---.----.)-- --'--
I, 
.. 
•, 
.. ·wh.e~e 
- ..... : .. 
""'--c 
"", 
1 . .. 
·2. 
~ ...... 
-:;, 
~\ 
. ' 
·t .. , .. . . . . ~ ..... ·o" = 
.}:·~-----------:----·----· ---·---·- .. --~~ -,--1.·,,,;1,,·,-·,.'.-·'.·,· •• .-.;~. · ________ • __ - ··------ - -·--
' r~ 
' l 
. :. '' •'" .' 
·-·- .. .,_..-,,-·-- f --· ---· --- -
. . ·, 
l ' ' 
---~--...... -·. - .../.........:.._ ............. -·- ·----,~·--··,.,-··-- .. 
, I 
r 
.. 
--"..,, 
,· 
'. . 
--Al-1--~coef f icients 
Eac.h det..e·rminan t 
~.:-s- . Q..u 
_, -· _- ·--- -- - --· --···----··--·----_:"I ..... 
• 
• 
• 
.,, 
'. 
.o 
a. . 
., · .. -3 _ 
,I 
,. 
··Q 
······-~ . .,·----
- -~--
J 
... ----····-·---· •·-
.. 
' . 
- .. -· ·.· .. , •.• 1,-, "! 
must 
•• , . 
0 0 
. t. pos_i-... :ive· 
be positive 
..... 
.. 
• I 
. ' 
.; .... 
_ ... __ ':_-· '~ ___ ._- __ .... , .... __ ; 
• • • 
a. ·a... 
--- -- _,_ .. - -· 0 
··•---~·-----.,:.. .. ·-L .-... -• . . ... 
I 
. . . ' . .. ' . . . 
.... 
,--~ .. , 
,· 
., .. , . 
- -~- ( 
). 
' '' 
",.;.,, . 
,I • • •• -·. ' 
.. ...:. _.......;--~,...:..--:.·~<- 1+>--"--~,,....,..;:..._~--·1-·-·.1.:...,.._.._._ 
. ·- _/ ..• ..\,,_ 
.. ·-·:. 
·,· 
. •:i,· ·r .. 
,J· 
-----,----- ~---· 
.. 
.. .. }! ''(·'• __ ,,......,._,..,._,..,. -+·•-- ·- ~'--............. . ·- _____ , __ .... ;.._..,,_ ..... .. ,.·:.~.~-· .. ,'~ ~·M~--~<,• ~+-.... ·~··--.. --..._,...._.,.,,,, •0 ~ ... ·-·.·,-••,OS--·~-~:..: . .'_".:':"+.·_~',•-•,•-,,-~. ·-,-"-,':,' -;--•- .,...,..,_ ~'....-, , •~·-"-. -lioo.>,,-.._. ___ 0 •·- ·- .,._.,,..-~-,.0---.--,,-...-.~-,..: . .-lr-.· .... -~.,~~•.--••,,I··,~--·:--"", 
, "'lf ' ', J. -4·,. ""i. .,. 
' l. 
. I 
{ . 
.. 
,'· 
., 
• "!·,, 
" 
/ 
,. 
__:_._ .. _ 
• I 
. 
i' 
.· ·~ 
., 
... 
.. 
·' ·•\' 
! .... 
. ' ·-'-'-. 
-J-
. .-, __ 
l 
I 
. ! 
-.• :, ... ., ' 
I 
• I 
I 
J, 
<' 
..• 
•' 
' _.,. 
(4 .·6)-~we 
- ,--~---- . 
-~ ··~~----· -- ' .. . ... ------- -~· ... ,_. ~--- -
·~--
'. ' 
' . 
Applyi·ng_ this 
~ ......... · , .. 
find: 
r 
:---1 
.. 
.. I 
''l 
I ·: I . 
cr1te.r.1on 
• l 
/· 
~1) For stabi-lity 
,,,.,,, 
. ' 
~: 
to 
. . 
., . ,-· 
.. 
equations 
' 1, 
I 
l 
'!; b 
' , 
\· 
... 
., .. 
,, ... _ 
··, 
•,. 
/ { 4. 5.) 
! 
moments· 
. I 
.... ,,::, 
: \ ' 
, .......... . 
.,, 
...... , \, 
29 
J • 
(' ·:· i 
... 
--:-_____ ,__.....,____________________ - __ _,,.. ... _,,.,_ ......... ·--~~~ 
- '~,_.,..,_,. ..... ,. 
·---··--·- .. -,,_. ~--· ·-···-·· ---··---·-----~----·--··· .. ·--... --- ---~...- . . .... ~ .. - --·-.... !. ·-···- - ,• ... ,_ ..... _, ___ ...:,.___ ........... __ ~------·-------~--·-------
' ·:r 
.·--~-
.. 
:· ·1 .... 
, 
' r 
... . 
,, . 
·- - . -- --,· ........... - . ..,... - -- --.--·· ----- - -
l 
,, :-!-
,• .. 
.. 
I •. 
·- . 
... -·,. 
I (2) 
,,. 
' 
0 
For stability in 
square stability) 
0 
the second 
\ 
•. 
.,.:• 
,,, 
Stab;Ll,i ty- I in ·the mean .exists if 
< con·stant for 
' 
\1 
moment·s (mean ... 
a·---·---~~·~·-:·• 
'· 
............ ' 
.. 
, I 
,._::~:-~·-
. .,, .. 
all :t 
, .. 
' 
-----------
----· -,.. ,-. \ 
,. 
.. 
------::o-------
t 
'i 
i and similarly, stability 
I in the mean. square exi~ts if 
/. 
- ,; 
., 
.i 
-.i 
A--- · ""·•' 
,{/ 
i 
.... 
. 
·I 
I 
. j 
,, 
"·: ··-----+---· . __ ...,.;__ ' .---.--·----
I 
I'· 
<"9; (-\:)'.> 
-,, 
t Conditions for 
< constant 
stab·iiity • in 
• 
. .., 
--~-
,, ...... 
for 
the 
-,·~ t. 
~ _.·,; 
and second 
------- · -~-----·--·· -:-. --moments ~ have now been formulated. The physical conse-. 
. ·, ---r 
"' 
·,. -·· .. 
_;, .· 
····· :-~ · ..... :.,, .. ,,.,;. 
:,;· .,1{'· 
.,,· 
, .... --,• 
••• ~•'i . 
,,· 1.' 
. J. ·---· • ···---- ,,. 
l 
'l·' 
';"'.",', rl,-i.' 
. ,.• ·. 
( 
I 
'. 
"•,··""'" 
... 
,. 
• 
.. 
':,.' .. 
··. ·~:. 
,\, I,,. a 
, . ., 
. . , .. _ .... , ... .,,'' 
t -! --: ,a .. • 
" .. 
.. 
• 
~-/• ___ . 
{.-.----
.... 
·- ' 
. . 
' . _, 
,- . 
••,;;,,:~ ......... ,,,,; .. ~:::.~~7' ...... _. ___ 4 ........ ;; ............ - .• ' .•• ,,. 
' .... ~. 
" 
must---now-· be- 'discussed. - - ---·-· ··,:-- --
-
.,,··.·' 
···-
'. 
,·,. 
,. 
.• 
... -.. .. - -
.,. .. ~ 
.. 
.,, 
. .... 
·' 
., 
,.• ·. 
,;"·:···.•·'"-'""\'" ...•. , r.,,., ... , .• ,,_._,_!•'"''''' ''"!' , , . '
----- ·----·--
, .. ~:. ...... ,. r . . .. 
. __ ,,.-,..c.:0:....,..,..,,-,..,..,..-~,.,.·"-c-c= . ....,....."'.-. }~.=-~---~_d .... -===----'-'---·-· --.-~ .... -.,.-•~-~ ....:..· ''.' :~, . ·~ - . 
·• . _f•1..,...., ' 
. "'---:-:: 
,,_::.,,, 
• , L• ... ·,~ 
I 
• 
· ... 
'\ 
··::-c-.,._ '~· ,;·· • 1· ;c.:..._-~, ' 'I~~·--.--·-'"--.--
.' 
i 
''1' 
' ,· .. 
~-
--------------
·• "!' 
..,,., 
r 
·i ... 
,c 
:_',..• 
• ,7'. 'I 
t ~ 
I: 
't;... •· '---;' . 
I I 
'. ,\ 
' ·""'- .. 
, . ... -.'."' ... ~x:·--
I,. 
·, 
., ' 
.,. 
·>~ 
' ' 
'-'-"-·--· 
... , .... 
J I •. ~ 
' 
. ',· 
. :),~ .. 
,.~ ·. 
)'.,. .,.. 
-~ .... 
,,• 
.... 
,,~,., •\fk 
.· .. ~:: 't.,,.. .. 
• .. 
I.); 
'• . 
•. 
·\~ 
.. , .... , 
,. 
I 
-c} 
.. 
. 
I 
\ 
' ... --~ 
·-·--·--~~---::··-·-·-··-·· 
l' 
•• ; .·.LI. ,II!.~-• 
... 
.· 
.. , 
' . 
. 
. 
i 
' ~ ; 
' ,j 
' • > 
i 
l 
' ? 
• i 
·,, 
' ,._ 
. 
., 
,, .... 
1, 
\ 
'1· 
\ . 
I ' 
I ;1., ,• 
•.!':- ·, ' 
. ;, 
i 
', t ' 
/.. 
. ' .. 
. • '.II' ,. 
'' 
'· ' 
! ··, '•. 
t4/',•·,. 
V • 
• • t '. ': ·, . . . ' )~1 J ' 
', .·, •• :., : J.' . i' 
. . . .. 
:·.1 I" • 
-, ' ·" ''''.!'' '"' 1•./ 
' ,, ~--- ---~ -
I' ·". 
. 
. ' . 
' ' 
,:.:.;. .' ... ,~,. . 
. ~ :-· ,;, 
. ' I. 
' ~ . . • h ' • • 
. I 
,~ ' 
,. 
' 
,; f. ' . " 
' I 
' ... 
.--
\,.. 
"· 
DISCUSS.ION 
. , ~.I 
I-" 
\ 
• J• --. ~l 
t· • • ...... , 
I' .! 
.. 
•. rf". 
~ ,, 
I ' 
,I 
.. 
~ ... _ ....... .. 
, ... I 
1' 
' I .~., 
• 
• 
OF RESULT'.S AN·D· CONCLtJ"SIONS 
., .... }, .. 
' ' . 
' ... .) ... ,, ,-; .. 
·, . , , ,I 
•. 
. !·i 
. f . .~ .. ~ • • . • • . 
A cond1-t1on for 
:~,--
, ' ',•. ;,·· ... 
st~b'iiity. in 'both the fir.st --~· - ,, ., ..• - --~. ··~ .• l I 
•• •• ··-:.,, i \ 
I • , 
. ' . . 
.. •...:.., 
,. ·--J 
. ,· 
··:- ... _r-.,. 
' I 
- I 
. l--'-'····' . · .. 
' 1 
·! 
.l 
' l. 
. . ' 
.'•.,, I·, 
'··-,,,'.!,:._,,, 
and 
' \ 
't ,; . 
.I 
l' 
. . ,~.; ~- ,.- ...... ,.,... '-·--·•' ...... 
., 
-:. .. ' ' 
I~ ,. J: • . ' .__..· • 
' ( I 
. ;, ' 
.. --·--sec'ond' moments, .. :;,is given by 
.--,--.. --- .• : . .- ··~·~. __,__~------- . . . - ----. ----- ---. , . . . .... , .. \ ' ' ' . . . .- .... • ---·---------~- --:--- ~--: · __ ' b: ~- .--· ....:~---~, '' - .... ·- ' .'.._ ' : .:·:~~ · __ -
i ·-
. . I 
~... . \. . '--.·., ·.,· . 12. ' \ ~ · -- -.. - . . ___:__ __ ~ '':~-:·:'-- : ··i k&J-~ . ):-::O:· ·1·= . - . ' ""~ 
_...., i'• 
' .. 
' .. 
,-. 
. \ 
'. :J 
,, 
... 
,. 
P-;hys:~c-a·11y. th-en, .. ihe·, ,.1s·y.stem·· must -possess ,positive: --
·\ ' 
' ' 
- - ---·~-· -
..... ,,• 
I ._d~pin_g; wl;iich· is 
I 
·, 
I t l'ti • , , , ,,. 1 ,._ _ 
- -
the -case f.·or rnost·~physi~al 
... 
. 
( 
systems • 
------------~- :.i. --~----~--- ------- __. --- ---------- .. ·-- . --
... ~ . 
I 
I· 
' I 
1 . -·· ! 
. ,: -
4 
·1/,. 
··~ 
- '--,--- .. ---·-~-- -~-----._- -
f 
"'-. 
,-·, 
.!~ 
. The other cbndition for stability • in tha__pecond 
... 
. ' . 
-moment concerns 
--~.1-
:f'-
limitations on the input power spectrum~ 
We have set 
1· .• •. -~ 
/ 
I 
,_ 
' .. 
I 
where for stability. ----- --
_______ -.:......___._. ____ .... 
') 
l. 
_ ... _ ··~ 
- --- -- -· -- - ·-- -,--·_, ,- - ---
. ---. 
.... ,.,.,. 
' 
--.... ,. 
' . 
- • .... --- . - Consequently, 
_ 40:mW~~ 
- ~ \\ '')..2.' --- . - ·-·· '{5 .1..). 
' I 
,,. ., •• :I" • ·-·· •• - - -- -- • ---·:-- -.;:-- --··.:. ·:-·· ,·.- ... 
. I 
' ' ' 
There remains 
• 
~· 
I 
the determination .o.f the ,\n from 
~ " .. -, 
I . 
' . 
., 
. 
, I 
I~troducing ·sph~rical coordinates and"·assuming · a· solu-
< • ' • l 
---=~~'"'"""'~~""?"-..,...._,____ .-.,. -.,. -····--·-. :- . , .. 
, .. 
' I 
tion of -the-form 
' 1 I -···. ,1 
----- --..--•-·. ·~-- ;------- -- ,· -- G( c\>) ·~ke - . --------- --------.. ----
• j 
' I 
,. 
l 
I 
• j 
' 
" .! 
, 
,, 
:'/· ' -
whe·r~, forfguniqueness of F(<t>.e) 
... 
on~the sphere· 
·' . 
I 
'·.Jo·· 
~ •• 'l 
,, 
•. 
k_: 0)1.,,. 
. -
'· 
•;,..._....,_, .. ,. 
~ .. -' 
' By introducing ·-the change in variable _, .. , 
.. \"'""'1-. ' 
.,, .. 
..... - .. • '"' L-.-l. , -~ ~ .__ . . . .. . ·"' -::,, ~~-~- -.··- - • ______ ._1 ...... --- . - •• ·- ' ~---- ----- -·· :;;·.·.--.~.----:--:--:--.~-··:, _ .. ;"'--:--.. -•• --~--=:-....;:..::-.:=:::-r1,.... ...... __ -
. . '. .~ ,.. .. ' ' ' ... ·- . ' - . --- -- --- . ~ l' , 
X = U)(:),_; 
- . 'iJ :.,..1 
.' .. ' 
' ' ,, ' .· 
' ~-. 
.'.'.. . . ,.;____ .... __________ ·-
-- . -·- ---·-- -...I----··---·---·- ···-- ... 
. • 
- ', ' 
. , .. 
. :'. '., 
. "' 
. ,., .... • . 
(' . 
' 
. 
........... 
. ,. - , 1·. ,- ~ ,.... . 
. . 
-- -·· 
., ... , .. 
•• .. '..... ·. . ... , I 
! ..... ~ · .. 
', 
... --·· \; ~-
,j,' 
\ 
. .-..-.. 
, I 
'•, . 
·,.r. -· '.~ .. :.. '·;, •... ·: ... '<., •• • ..... ::. .••• _.;: •••• ~. \~ ,.,. , ..... ' . ' _,_.,;; __ ., .. 1- .. • • • ~ ,.',._·,·, .. ,_.,;.,:_ __ .... ---- - ......... -.•.:.\., ····-· _,__ ........ ' .. ' ... ,\":·: ,,, . ' .. .,. .. ! ... ~.;., ... ._. ... ____ ·-"'?' •.. •' _"·'" 
.,! ·I· ... \ - -; .,I• .. ,, . 
.., • > ~ .... '1· ... 1 ' --- ,- ( , • 
' Jo. ~- ' ,. 
:''· i" 
' I 
.. 
. ·; . 
.- .. ~.: .. ' 
: ' 
'· ., 
.,,~·..,·:, 
. . 
. . . ----------- .... _.,_ .... , ... -· 
I (-0•" 
l'$.H 
., . 
.. ,". ·. 
...--··--- .-
, ' 
. . ' 
' · ... 
-~ i 
' l 
i 
. ' 
.-·--
''. •• "'! l' 
. ...... 
·' I 
;,. 
,I 
f 
~ 
I 
1 j 
I 
'I 
'\ I· 
i 
I 
I 
; 
" 
I 
' l 
. \ ··, 
L. 
!_ 
I 
., 
. ,:..:,,_,_, 
-~-... '~~-----· . ··~-----· 
, .. 
... 
. ~ . .,. 
--····--·-- -·-----------
• 
'I· 
·i 
,I 
.. r· 
., 
; ... 
. ':, 
i 
... ·. 
. l .• 
... ... 
.·:::-< --- •. --:, • ----- -- - ' ••• -- • 
. l 
'l 
4 
i 
r-
' 
. .l. 
i 
l 
·~. 
j 
, 
'l 
'·,';)' 
. -----
' . 
... 
.. .. 
----··· .... 
' . 
• - .•• .,,, ··D'.;1·, ·..c,·t_ •!•·~, .... -
,.- __ _ 
.... ~ ' 
,· 
I 
'! I 
• I 
I 
I 
'.\ 
\· 
• 1 
·, 
r 
1: 
,;···' 
- .. -),..r_ 
..... 
.,\ ' ' 
We ·obtairr· 
i 
) ., 
/ 
'I. 
,.. .. 
: ... . { 
... 
-·· 
..... 
' 
-· : J 
....... ,. ..... ::.·.: ....... ,. ! --;"' 
r ,•, 
,,,, I"\' 
.. ,( 
( 
i 
'\ f' 
·\ 
! \! ' ~ 
'l!!!lil\k 
·! n 
' .. tt 
n'.·r11 f'1,·'\. 
. \ 
·1 • 
... /. 
· .t" l 
\.-
.. 
'. J 
,'. ~-
..... ., ..... ' 
.. \..._, 
. • .....,,.,_ C.'.t. .. ..__ ______ ,.,,~ ....... -. -~ 
.~ 
. .,,. 
.. c, • 
' . 
jl'~ I 
·31 
.· ' 
,'··,· .. 
.,. 
-
'1 
-· -
-
• ••• 
_________ ._ ____________ ' ------------·--. -------------
. " 
... ···~---," 
- ····-.. ·-····--'-'-------·- .. ,-·--.·---.. ~--··--· .. -- .. ----··---"- -- .. ·-··"·' .. ·-
-This • 1S the well known equation Legendre polynomials~ 
-
T 
'l'hUS·, the eigenvalues will be ' ' r;._..: ........ 
.. 
--. 1-< 
- . ·~ 
,J 
A •••• 
. ' . _., .......... · 
---~-~- ----
--- --- -------·-'----
To each eigeriv~alue th.ere correspond e i gen f unc ti ohs 
tk) 
-Pn (X) 
where 
.. 
'==:. 
·.• 
·~ 
l 
- 2.n· h \ 
• • 
--·, -- -~ 
are· 
·..,,. 
t 
l 
Legendre 
1; 
. . . 
' . 
. -- ~ ' 
.. 
The 
. .. 
• 
• 
• 
• 
polynomials .. 
solutions are 
"Ii 
~-l(4>1e) 
G. ., (~,8) 
~-l. (~a8) 
C, z. (¢,J~) 
k -· 
- • h • • 
i. 
... ' 
/ ,-' 
,. 
,······:·: 
-
-
-
-= -p.,(z) (~cl)) ~ e 
-=-'1>~',) (~~) Co.oe -':--' ....... - .... ' ; ··, 
. ~'-
.• 
.:·· ·: .. -r 
J 
..,: 
-~- ~ ... _ ----·· . 
" . 
·, ' 
.. 
.• 
. ' 
_,_ .. __ --.----. -
.1 
--- -----·. ------ -----
·----· -.... - . -- ---
- .... 
·~ 
r,: 
.. 
- -.L 
·-, 
,/ 
1. 
f-
\ 
--·-'-·------ ·· ...... -----=--~-·-.I~·-·- ,· ---.'.-.--.. -.-.-----.. ~---. --- ~-- • k 
-
-
·--------.. •----·----- ·- ____ ........ 
0 
h ~-n (ct>>e) 
~ ~ (cl).)Q) 
-.. __ "()1)·-· ' C .- • . ' T--- . ; . • ... - .=-.. ...:...-. • -. ·, -, .:__ ___ ----< ---,------~-.. -~"-~-r-_,.,,,,l",-: .. ==~--~-,-~ .. 
~ "Ph (Coo~) S, ~ e ·· 7• ·:·········· ,. • - • 
.. 
/ . 
I 
,r 
I 
. -' . ~' f . " . ,' 'i 
·---. - ~-.'-··----..,.·.----.. ,~ .. ,---- --....--~---·· ----~-- ........... ,--~--~ '"1- ... --., ______ ,_....., ____ :· 
'I 
'. 
··,·1 
.. 
" 
·""·' 
r· 
\ 
. ) ...... . . :- .. ' -- . . . -·. _,.,_ .. 
,, 
~ ' . • ' )I 
,,,,4 '!.\-~ ... -,;_-··~j. --t-· : ... ,.: · ..•.. ~ ··.:'. 
. . • 
• 
~ -p~~) ( Ct,ocp) ~ e 
,. \ 
/, 
'.J.~ 
'. --·----------, 
,. .. 
• I 
• • •' I 
. , 
. i' 
. -- • ·'"""-t ---~·····--- •. , •. -
t' •. 
..r 
" .. 
. . . 
.--~·~ •.;._.H ~.., .. ., ........... -:--;-...;..:,....,.._',v-~-_..._...., .. ~ .... :~'"'.--•\'~ .. ---· ...... .._ __ ~'._...,_::__-;.--:_.:.,.._ ,- .. ~~---~----. ..._. - ~'~. •·:--...... ~..,.. ..... c:__.i,.f,_~-.'..~:<L~--.""":"'"-~~~:--~' _,_.,.~',_,.,!' .. .,._.;-_~ ...... ~-
·' -. 
.... 
.'-
·, 
,•· , .. 
,, 
--, 
: 
;, 
. f 
---r-
' 
l 
' ' \\ 
"· ·~ 
,,,~ .. . ' 
·-· ·, ·-·· ., .. . .:. -- \ . . ·' ... , f. 
'·. 
• ', 'lo, -,-.. ' 
. .. 
• 
L•:· ,. 
.'t, 
·•1_·1· . ~· 
·
1 Since.· .. bec.ornes ze·ro·· ·on:. 
··' 
on latitudes, then the total 
4 
·I 
• I 
" 
me.ri.dians I 
·1. 
' 
of 
,·•.·:·· 
I: 
' 
'' 
the 
I 
.\ 
. \' \ . : ·. 
~< 
. ~ . ' \ . . "\ 
., . . . 
~. 
32 .. 
L 
.',•'1 
spher~ 
'" 
. .. 
., . 
',1-,,.,_ 
\ 
\ 
\ 
I 
I 
,\,. 
.< 
degenerates ar.eas inside of which .. _ ~(4:>>G) ,_ has ~--a ____ -----~"--~~-·----------~-
' ( 
..:. 
- -----~------- ----
·;h~----·- .. ., ---- " . ___ f ---·;:---~----
·' _·· 
constant Sigp. Thus 
..... ·-- ..... , ... ~ ... 0.,,,.,~----- --... ~-'---.. ··-
• l 
,,. 
U . _ · · _ ·U 
vibration of the and • in paz-~icular, the length of --- --- -· - ----
... 'o -- .-
: ( 
,· 
. ... 
. ' the the I\leridional ~and zones ·, . in latitudinal-directions. 
. ~--i 
- --~··___.._ __ --~__i___...__'j ____________ --__, 
Now~~- • close to static load· 'i.. •..•. -~ .. ~-· .... -
' 
j 
1 
. 1 
·~ 
. , ' 
' -~ 
\ 
·------------~-
•. 
' t~ 
,'. 
' l 
• 
-· 
-. 1' 
.. 
will fail 
by • 
""·· •h, ···~ 
).. . . . ., 
..... -...... 
-----~~----· ·-- -- ---
i • 
'' 
wher·e 
:_ ~---.-.,. _·,_. 
-·---·- -- ·-- ----- - - ---- -
' -
-~ 
j 
,. 
.is 
I ·-then· we may- as·sume that the· shell 
with a shape close/to that of the mode defined 
.. 
-Hence f·or stability_ 
.. 
-
-
' 
' I 
) 
.) 
~-- .. 
.,-.. 
-
-
-
Kl)..~'"-~\~~ 5\\-i,.)\c;~-2"S(F\)~}1- '.· ,' ,0 I /\ C'r' I 6 \ .• 
m~ l ~,·~~.\ ;.~) 
- .. -----~-
-· ~ . 
. .. ,. . 
.. 
+ ' 
t 
~-·-;·.~ · ·-···-"'-:-~~-... ..:::--.-.:.-:..~~-"'-="'-"'-"-'"'"'·'"··"'·"'-"··"'"'=··"'·""""._._.,,_~,..,,,===.,,_.,.e.,,=~-==-~".::~~~- ~----~~~....:~"!':":~r-.:-"':.'.·~ ... -~ .. - "- .. - __ -·; - .. :.... •. ·~----·-.. ·-· ~ ----~--- • _ _;._ __ -i _____ _ 4 llZJliHGJ, -lif!™=> __ ;.:. Ll-
• ""<:: 
-- ·- . . . . . '~ - ........ - -- -·-. - ·-- - - - . -----
~-... - .. - '"\~ ..... ,. ..... 
- ------------- ·-.. 
I 
-J ·,,. 
•'··· 
. •· . . 
,. 
and 
.• ... _:, _..,,._J :::· ·, . 
----"-·---
- •' 
\ '--
. i":· ' -;:: .. >... . 
. .. .... , 
-· 
;. 
• 
• 
........ 
--~· 
·•t• .' 
.--~- -.--
.. 
• 1 _.,_ 
.· Cr ,, 
• 
r 
.-! 
:_ ,... ..... . : ,. ' 
.. 
~ " ... 
,"·-' .. 
! • 
-'ro: 
,. 
;r - • 
-~ 
.. , ... \ 
':, .. 
~ . ' ---··---------··"'.;,.___ ---
--~ ... -,,- .. ------·--· .-----·-·----- ---.-- :··----~--"'"~,--
.. -~_:__ __ .. 
":'"' • 
... ,~ 
• f 
~v ... 
,, .. 
'. ·.,--· 
. . . . 
•. :...;,, .. ,,,., .......... -!:. .... -. ,L·-· --1---····· ...... ____ ,.. __ ···--·····~-, 
'· 
. ,. 
•' ·~ 
I.· 
,, 
,,1 
> . 
. .. 
7' 
,- r· 
,' 
... . . 
-•-·"•••,...•·•--·•· ·••·•' •-••""""'·--·--.,•-·•·,· . .,._....__I •• - ~,.._ ...... ••••-~•~,· ,-o-r~--~.~--.,_.,., .. ,. ,.___, ·-•· · .... ;._.,_., .. ---•·-·· .. -~-·---·-·· 
-,,, ·i. . ,., 
.. 
' 
. "' 
I -
.. 
,.-. 
,' 
.. 
.. 
.. 
.V -~IJ ;r -
·~ ·1-
" 
.·.,. 
I-~·' ; " 
.. -
- a·""· 
·• 
,:"), 
, . 
... 
, .... ; 
.i -·- :--r--
6 
--~- -- -
tt. ..... 
\, 
.·:ti', 
?' -
·------:;---- -------~ ----~· --,--- r '----
~-
. \ .. , 
... ,_, 
.  ...:.:...:.. 
·1 
. f .... " ' .... 
•· 
~, .. 
~--· 
;-
I. 
\ 
' ,. 
•·--_-.:..;~--=;-._:_er. ,l , .. --.-~ ·-··---:~:..- _...______~.....,.....::::~...::..~. : --_:-~_:_~-~~~!.--:-:~.:..'":"":.::~..:..:-:=:.-:-:-:- ---,-~-. -.. ---'------------.. -.-----·,· ··-· -----.-- _ • .:.._ .. , _______ -- ·- . 
'· 
·-~· 
. 
. 
' .. ·.---:-- ;"":"' 
.,, I.·, ; 
~ 
,,.,.'. 
- . 
'· . 
.. 
-· 
. .
·-
.... -... 
' ....•. , ---·-.·~·.1 ... .-.. ,, · . · .... ~·:-. l 
-~,~·-~ ~-; ,•, : .. ·.- .. ,•, ·• 
. \ . ..:. . 
1. 
,·{, 
·.···--..· 
'/ .. 
tJ, 
. ~-
• I 
\ . 
' . ' ..... , 
. -,• . 
·-· ... ~"'-" 
' 
. '.,. 
I 
_·. · .. :,, ·• .'··:··'.~.-.·'·'·-·----·.·. ·. ·--~·· , - ... ~ ·---··-. ·--·-·---·-···~---... -........ . . -----·--"' .. r:-.- ·-." • _. ·..... . ........... ~._:,_ .---·-,- . .---.. . 
.,ii 
• 
,, . 
. } . 
',/i',' • I 
"'.-J.~ ... <,,•r ... f'·-------------------, ... ,, ..... . :"! ... _ 0'1' ... !!11 .. __ .,,•=""'"""'.!J"';"''.~"'~"'·"').,¢'","'"•T-..:.~,~~:..~••-:---•• .... t.. 
.(· 
,· 
-
i;, 
,\' 
,'.I 
I 
'j 
' ' 
·:1 
.. 
1-" I. 
.  
I, . 
. . 
' ' 
",. :1 , .. . : .~.··· 
...... , 
I 
\. 
r, 
.. I . . 
I 
,,, \ 
' . 
·y· 
,, . 
,. ,'\" . ..:.i, 
• 
' ' 
1.·, 
~: 
..... ,, 
JI 
'. 
11'1ote -tha t 
, I 
' , ..... 1.,,.,..., j 
-
the 
........ 
·I 
, I 
,,. 
, '' 
" . 
.1' 
'\. ) 
' 
- . 
_' .............. l ' •• 
·__, . 
\ 
,I 
,· 
·results·· stated 
' • "' I. 
' 
,f '·• 
' . 
... 
,,.,.-•.', 
I. 
) 
I 
.. 
•. ,,1 
• in equation 
' 
.. -·. - I. 
b'' 
.Y assuming a spe~.~.fic. mode of 
. ,' ·.,_ .. ,1 .'' '' '' ,(,. ··..:,•i 1'/;t 
/· 
\ _, __ _ )· .. , 
'1 
I, 
···33 
" 
. ( s .. 2) were 
failure 
• • 
J 
···•'-, 
.. ...... ~ . 
\-.-. . r. • ·.c.· 
• i 
' .. 
·' '\ ·, ; . 
. I ',," 
• ,, ~-'· 1, 
I'. 
·1. 
,. 
. _. 
._., 
. -,·- .-------- -- --·-~ 
----------·-- ---·-------· -----· __ . ___ ,----...!..l.....-- .c.. •.. band p~:ocess such-as white noise, 1S difficult1 -----·----·----·-
--~---·-~·····~-.. -·-............ ·------~-=......-;-.--.. ----·,.,& - vv-.~ ,.._.._~-·-·---- ._.cc .... r ................ . ,. 
(. 
·._ . _____________ __j_ ___ 
-··-·----;-r-----· 
' . ' 
' . ' 
.. 
' . 
~= . .._..,...:..._.J..-rar--"-------.~c-..----·,,----,....,.-
.. 
' .. 
.. 
,· 
.. 
I 
. I 
. ) 
'' 
' . ' 
- - -- -,-- -.--, ~-~-~ 
... ~· 
j 
'1 
I ~ ; 
,' ~ 
j 
•• 
\ 
.............. --.... -. ·----·~-~-.. _s.....,. ____ -
-.L 
'l 
. ; 
'/ 
• 
'l 
i 
' 
' '  
. , -·- .. -
,' · ..... "' ;_.:. 
.. 
·. ;· 
" ,, 
to do • . The.,more ' ' . gene'ra1· rel.~tionship b·etween 
'l· 
the .. input 
I ~ !· 
~ower spectrum and the~ discrete number .A, . . gi·v~n 
equation .... {S_."_L) __ is __ graphed. 
. . ~ . . . .. 
page 39. 
-·~· 
.:. 
·This r-esult • gives the· condition for stabili-ty for a-
. . 
.. 
specific which defines the mode .j shape the sphere 
• 
a,t -failure. The problem of determining a specific mode 
of failure, 
f.or ful:ther 
.. 
~ · . J· .11 
. ·-------- r-
... 
' 
-give~ the input 
inv·estigat.ion. 
·~ 
.. 
________ ....... 
, I 
power spectr.um, • 1S a topic 
... 
-~·· 
... 
• 
. , \,~ 
. .. ! .. 
-- ~L.--· ___ · . r 
--------.· -----=·- ·---··-. ----·-. 
.. 
... 
. -
; i' 
,. 
i .. - .. 
;,. 
,. 
.... *,_ ... 
,·-·-.... 
\ .. 
., . ~ ·• 
'• 
,._ 
,., 
' .. 
l 
. - -~· - :.J-" i. 
'/ 
. . I 
• .,.~. I ·~,,.1··. , 
.\ 
.J 
'· 
' .. 
_., .. 
.~.....:..-
't .· .. 
· .. 
\_~ 
., .. :. 
..... ,.,, . 
' "f 
• • ,, 
., 
,. 
,. 
... 
• 
··-~ , 
' 
.. 
,. 
--~··-: 
i 
,. ' 
__ ..... 
\ 
_'.1 
, 
0 
-1 
... '. 
/ . 
_______ ....1., __ _ 
__ , -··-..·~-. 
~-~-.:·.·:-:.:.-···L-.--.-. ~--'·-- ------·-.----·~:'.~·;. ' ....... · .. '. ;:~-"7/ • .· .'., '· .. J.. ' . •-• ,-- .. ,_~;,.;_·-- •. ·- . _;...__,._~~---r···-, .;,_ ____ ..,_ ___ ....., __ ,,-.-. -·~---:-··--:---
--~.----------
'/ .. - --'· 
., 
~f.,~' • -~---...-r-• ' _ _,,_____· __ _,_ ___ . ..., .. · -----'---'----~•-------' • ---··-·-~- '--·-- ·~ , --·--+-~-,-J-' _, --,·-·,-' .. , ... , ___ )_ 
-----.a...----.;---.!~----- -
... 
·.-r-~-
., ' 
,, 
,-, • ...... , ~r 
. -.', ..... ~ 
_...,. 
\• 
'i 
.. 
.. '-:- -----·-·'· -.-' ...... - - -· . 
·. l,, .. 
• ..A "' '' 
. - ---"-:---,- . ' '·· ___.. ~ 
• 
' 
... 
'~ . 
·. \ 
' \ \. 
.. : --+ . ' ·.. ·- -.1- .- . '--,.-- . .. . ___ """ ___ ,. ' . 
-------------·-
·- ,...·/ . ..., . ll 
..,. 
. -~. ' ...... . " 
·; 
I •/'I• .. l ..... ' 
'. ,• I 
.~ 
. . ., , . . --·.·'r::·.·.·.·.·. · ..··---~-·.·_:· .. ·.·:·: ... · .. · -.•. •.· .... • .... ~ ···-·, ... ,· ... ·• · .. -. ---.· ... .' ..• '... ...... · -.! --~-- ..... . 
..... • ------- -_ ............ .,_ ................... '1':4· ...... _,, ................. "·'•"'"'· -h-~~--·--·--• ... ••.-,.c ,_ .. ___ ,_, ....... -~ ........ ~ •• --- .... tr~ -~-.-~ .... ~·-1 .. -·,·--··-··-·-·~-----, --- ,.,., __ ,..._._ ... .._.__.._,., ........... ---~ ...... -.......... - -- - ~- - ~. 1.'" .. - -- ~ ~ -------~ ---~ ---- ...------ -- • 
·"···'') . 
- ___ .___. ........ ~----~.,........,__. .... <. • ...: •• --"I ...... -- -~··· --
' ,• 
';, I I )\ :.-;i.1 
\ . : 
' .. 
' ,• 
' '' 
" 
'"' 
··-- >~-." .. _-'!',,"-;. ··~~·-,_ ...... _. __ .,\.., __ 
,. .. :"' -·····;- - . 
'( 
. l-
' •
1. 
., 
, I 
.. 
I, .. 
. ' 
·---------- ... _::..:._~~-- ------ ·-·--·- ~
.-.'·---
r . -
" 
.... l 
... ,_ 
-• 
·,"'·......::. ..... '":·,, 
',, 
.. --:.- ·-
.• 
;" \ 
• 
_, 
. . 
'-
.,. 'fl'. : 
•, 
. -
' 
. . 
·.,.. 
.. 
\, 
i 
--
--·-I, -- ------· 
,, . 
. . 
-~---- ·------------·-- . --~-
o--
';,, 
,\.· 
) 
\., 
. 
';, ,, ,~ 
r 
!.-
.· ,, 
• 
- _________ ___,__ ______ _ 
-~ .. 
"··· .. ' 
'-,1· 
~· -
.. 
,r,' 
..,, 
"" -. \:.j 
.\ 
, .. 
,-
( 
' . 
. ' .. r 
., 
-· 
... 
t ,., 
,. 
.,) r· 
_ .. ,· 
.. 
. , ......... ! . ~· 
i 
• 
.I ., 
.. _;.:•,.' 
-- -·---··- ··-· 
' ; 
_ ___:...:_ _________ -,-------------,------,----:=-;"'-===,c---'---'·.~. 
-,--, 
------ .. _ -~-------- ) (-Po-tP(l) · 
-~-
---~,"-"-"~--~~~~!.=.,, .. ~,_-,··-~---·-·-·--:·-c--,·~'c-...... ~~- :--·_,-,.,'? ___ i~ -- ·-------------·~ • --·-• -i.f°"=,;.;.~;. .• ..:;.,_........,_,;,~--'-....._:;-..___. --~--~--~-·--------- • ______ ,,.,-..u,•.-·~-·-
• - I • . -~-
,. 
. ' 
..... 
55:t-- c-. - --
!i.S.'---. r;-i 
' 
.. , ... ... t"'4 
., 
.... 
' ... 
•I 
; i, 
- j 
.. 
' 
' I 
- :-·f-----
'. 
'·' 
.-
1 
"'! 
~j 
f 
.. 
,~ .. 
I 
... 
~ ... __ ---------~-
-· 
t 
-l-
' I 
•--
·-
-~---1. ---.·-
I' 
I 
-. -- - -- ·-::.-:;;-.- ·--- ~.l.:.··-; .-
l' -{'! 
--
.. }:· 
... 
., 
_, 
-. 
"' 
' . . 
-··• ·--~-·•••a•-:-:, ... :......:!..~:.~--~••---•~--•••-·~---.. ~·-: ,,..: 
. '
,-
. \ 
... ___ _ 
· .. .-/ 
,_ 
~ -·- - -,-
\ .... ' .... 
A. ·-·---unlTormiy 
J. • 
-~ 
.. 
-~ . . 
.i •• -.i. ... 
. ., 
- ~ ~- ~.~ -~--- ------ ------·--· ~ 
I 
I 
\ 
. __:-., 
.. , ..... , .. t. -
; -· ...... ~- .. 
.. 
,_. 
··-. 
_,p 
.. 
,L 
-·i,·.--
··"· 
·t ,-,. ·-... -
• 
.'~,r-
.._ ~·-.. 
- ·' ........ -
----
-.-
.• 
' 
"I 
=-
DistribJJted 
j 
~-=--
--
' 
' . 
I 
/ 
.. 
Loading 
I. 
L 
I 
I 
~ I 
J 
I 
l 
r· 
~I e_ ' 
-~ 
.:... .... 
(. 
.., 
• 
•, ,. 
··-
.. 
' . 
-- . . -----~-~-----
on Spher~--
'I 
' 
'· 
-----------~----------------------= 
... 
.. 
' -
... 
\ 
\ 
' 
·~· 
--·- · .. ___ -. 
\ 
--. ;.-
··-~ ..... ~- ' 
-~--
~-
• 
\,..,. 
... - '"j \ 
,. -
...,;. " --~---- ;_ ' . -~-
'. 
. '· 
-, 
-, 
.~ ·. 
---I- ----.-----------
------- -
. , 7" 
.., . 
~-
• 
4 
•-
.. ,; 
,- -
-· 
,-
/· 
.. t. 
&"--
'' 
.-
' .. 
..;, 
" . 
·, 
·..r--·--';'-· 
.....,-
-. 
.,., ___ ,... .. _ ... -... 
-j B. 
,. i" 
.Spheri9al -·coerdina-te~ Sy.stem 
l 
· ..... , 
C i. '( 
• I 
·! -
l 
i. 
1·-
._. 
' '/,_;., 
. :
• 
.... · 
... , ... -.·-·-·-·--
:-.;:.,:-.:-::f~.:-~=!.-~~~;-::-..::~ '.~:--;-,~ ~-~--:..:.:.~_:, ·=--·~- .·.::::::~-:.::-.~f·=--=· ~-.:_·;~·:::·~ ::...::.:~-~--.::..-.-~=~~:-::.-~-.. ;~~:~:---_-:-.;:=;--
-' -
I' 
! 
, .. 
.,· 
.-
..... : 
) 
' '. 
... ,.. 
' " 
' 
... 
• 
·, 
·\ 
,-
-· 
r· 
•--·· .. .,. 
... 
'·---,. ..... 
. ' . 
. .-...·--··---·~-
'' r 
. 
~ .... 
. •·•. ~;.~::• ,.· ...... '.' ' ,.,., •'• 
···"· 
i r:::::J C----:J 
"n ___ ,,_,, ·--... - . ___ ,:...=.......----- ---Fl ---=--=--.;f.~/ ~-·-EL·. D - ~.,- ;fl, 
·:, 
., 
. ''· ~ 
'· , 
...... -· 
:F'igure ... --l 
"•h'~ 
" 
j.'. 
.· 
~34~ 
. 
-;;e 
.-
.. 
.. /·-
/ 
/• 
•,' ... ,: \ '- .. I . ;, . 
I 
' . 
·, ·7'.~_-··:· 
r'I' ' 
. . 
I 
·- ~ - l 
1i.:1 
' 
-, 
I ' 
. (': . 
' =- .. , ~.:~ · .. ' !.J<'• ·:_,-, \ , •• 
-·. 
.• T.~ . 
-.~- ~..,: ___ ·--------
--.,-
. ;,,..~· ' 
---.-·--------
. ~-. 
---~--- ";--.: 
. ~~ .... 
-~~"->·· ~ .. 
'" 
••• II.. ··'.'·,'· ,. .. 
.. 
.. 
-----··-·--· 
: 
,· 
' 
r 
,. 
'\ ~ 
f 
! 
! 
l 
l 
' 
,· 
. -· ~ -
I 
' r 
( 
1. 
,. 
! 
I 
) .· 
i 
I 
' 
·-· I 
[ 
,, 
I 
i 
i 
,._ 
----- •-,i ·, 
.. I !j, ·--- -~--'I,_. 
·~f \. 
\ 
. ,,_ .. 
., 
1· 
I 
I' 
:,....., __ ,. 
., .. 
,, , I·" .,--\ ! ':. 
' ' . 
... . - ~ ' ' .. ' 
i.,·. 
..... 
... 
··-i l, 
------,~- ------------
, ' ' .. . . :, 
~ ~-- - ·-.-~ :-·. ' '1--- '· 
" \ . 
" .,. 
.... 
J 
------··--'C-.,c 
.,, l.f 
• .. ''!, 
. ' .. 
•• !;, .. J.1'" 
', I 
,\ 
• I 
·-
''· 
• ~. '1 
,,.:, 
\· 
I 
' ' . 
\'-. 
._.,c- .. 
., .. -.-,. 
, 
(. 
.. 
I,' 
--·· '------- ··---4 
----.. --- -·-··-·------ ·------'~-;.··-------------''--'----~------"-::,c±---------_:·. ------· -·---'-'~----... :--
•, 
., 
.. 
-----,r---'------'--'--'"-----------~--------------------- -·--~------ ·---~-----f' 
..., 
I 
i 
.. [, 
.. 
....... 
·-· .. -1• 
' 
... ! 
; 
' I 
.. 
'~j. 
-.,..., ~u ,. 
v., 
'·· 
-----~ --.-:-·- -----~~-- ___,.,_~~--'-;··· -:.:--:_-=-~~~~=7--.-·-· -.-.-.~-~------···----
.,. 
·-------- .· - ' .. ---,.,.._.~-
I • • 
.-••, ---..--...-...-. •·co,:,,,.,,,.._,._~,~~-~'lr="r ____ .._ . ...,.~~---,.,,."'";''."::':-'"':"""'"""_,"_""_.•"'""--·•~·.a .. ;"•.--"~,-~~.:.~;-~<,;.__r"-""""';_'-' ... ~•-<,.',_.,__._. ___ ,-,~~7""" ..... ----... -~--·-:.--...... ---r ............... ,•~""'---'•-...;,. .. _.,..c.w._,.,,._."""-=->....,._ ____ ~ .............. , ... ~....---•• ~H,;-• .. :>~J-';,-,~-7,.,-,,,.,:r....,,J7,;,:1,-.,;•,,_w,,.o,.__,.l..-,-j;1f"',ii..,i.-'-'~~~- ..... ~,,.: ... ._.-5.,._ .. ..__.,..-,,S'>"'''W-...,~~ .............. "".'~~""'OC'l<>,d.._..='__.......a..,._• -~~_.-.._._,.-;_'••-·:·' 
I . 
... •.h' 
... , ............. ., .. ., .... , .... . 
I • '/ ( .. . .,-., . ,--·-.--
.. -~-
:" 
-I I 
t -.. 
........ I 
t 
··~--
'· 
....... 
.,. 
I :• 
I .. ,f .. 
,.· .. _ 
•,::, 
I 
·---l I ~ 
- .. -.,( 
\\(t) I '<. 
r, 
1. l 
-- ~. ·_, - . -- •:_ __L..__ - ---r- - -
- ..... 
i. 
--------~-----·----~-' ,, ----------~--=-=--· 
i-
...... ·"' 
.. 
r 
f. 
·' 
i 
'· 
;1 
... ~., 
i 
' --·--·-·--- .. --=----- . ·- . -. -··---:=--- . ' . --,----------~·--·-----------·-- ·--------- -- ------• 
• 
< . 
·----·--·-, 
'I 
,.,.; 
.. 
I ..• 
I i('--o" ........ 
~, .,,., 
l 
i 
·j 
r 
., 
.l 
./ 
·! 
·~ .... -~-.. """ 
- ·.-~·~ ~- . - . ~ ~ ' . - - _,, ' 
·7. 
·-' 
.,.t 
-~- ,_. 
-~· . . •, 
.. 
--f 
. 
. 
,: .. 
.I '-f --, 
.... ,, 
.. 
a.,..;...._......._ _ .....L-----'-------..1.----~1 ~ i.~~- t3 ~ t2 ~ t, 
.. 
... .. 
·, 
-· 
I_,•( 
., 
'., 
.. 
Continuous Random :.. . .. 
"'· 
.. ~ 
~-- .. :~--
--~---------__ ·-:,;~'.:.'."-.:::·::.'-:::..·.~-:..:-· .. ~---·----· ·-·-----~-----·--:.- ·11 .. :- ... •·:-;--.·- .·.·. ·· ·-·. --=--~c;--:--:--···"-·:_·····---- ···-·-r---·-·-:...__ ______ ------------,.---;··:-:-· · - - · • . · -- - ___ ;_ ~-,- - -- -· ---
, f 
... ------... -.------_-_. -~~ ... - . ·, - -; . ' -- .· - ._ ...... . -_L...-'--~'----_-'._-_-'-_-.-----.-.. -'. -"--'-------'-"-~-~--.-.... -.-
0 , , 
-,.. '!. 
·;,- -··-- -
'' 
. -·- . -··-------.. -·· -------·---·-- ... 
... 
... 
, .. 
·, 
',\.••.,, 
... 
... ,,;_\ .. ~~- .... ----· 
'.ll. 
,· 
...... .,.... 
•· 
i.'._ __ ,!,. 
. , . 
.. 
f' 
' . ·• .' Figur~ 2 
" 'J 
--35.- .f. ',-
·-· --- ·--· ·- - ---~----:·· 
·----~-
;. '.1 
.. 
. 
~ 
.. , 
...... 
•. 
·.,-..T . .'J-
. ' 
'· 
.......... 
· ....... ,. 
··---.· 
.. 
l 
. : 
', -. 
··--· 
· . 
·r 
\ 
-- - - I 
- .~--.... 
/ 
! 
J 
1'. 
i f 
l 
I 
I 
i 
. ' 
i 
J_ 
- --- -':: - - - ~---=1'""'11..=i.J:11 
- --".!---- _, -
r ( 
.... j 
:1 
i 
f 
., 
-l-
-._r4;.-· 
' 
.i 
• I 
• _ L -
l 
f 
I 
.. 
1• 
- .·- 4 ---·------r--
. , 
- I 
L 
--- --------..---~---
• 
. 
.. 
,I 
\ . 
)\_ . .> 
,,,.,· 
.. , 
.. , 
., 
,.· .. 
... 
Det.erminat1on of 
-11\i 
. , 
-
-
.J 
{' 
!... - --
... _ 
,<. 
_where ., . 
-.~i.--
--'\ . 
.J 
-- _____ ,;;, -
and 
•-
and I 
... 
;. 
t '· ~-
< , ...... , ... ,, " 
. ~·:~:1: .... 
-,, 'I 
.. , ,~ 
. , 
\ i 
,., .. 
,, 
., 
.•• :-."c, 
.A.J?P-ENDIX ~ .. 
.. ' ) 
-· 
' 
' 
Coefficients 
·'"~·'' I 
·~ 
I in 
.. , 
,.,.,,..._. 
,;,,, 
',· 
~ 
. . !\ . 
. ' :·!\~. ' ,,,,1• 
~..,.1, ...... 
"".'' I ,i 1. 
.' 
·,, 
''· •,, 
. .· 
.. 
·, 
I 
.! ..... 
.. , ... :."!', .. 
I. 
\-
. I 
••"·"'!' I 
'i 
.. 
Fokker-Planck Equat·ion 
.• 
' ------•..--•-----· """•·---·<···-------------~-----~------·-·-----. --- ' ' ___ ,, ___ _ 
• 
···,--: ,• 
·-- --·-----------' --~-----
·-------------·------~----
• 
\ ·-
... 
., 
,: ..... 
p 
= 
~, ' . 
'. 
..., ... : 
.. 
. :, 
., 
-• 
·------
I' 
', 
I If -
. (' 
~--
·,· 
(A-1) 
"· 
{A-2) 
~ 
• 
.. ___ -
·o--
,-. --
, .. 
... 
·-.· 
..... 
-,~ 
' .· 
,. 
"T .. . -~~-----, 
-- --- - --- -·--- ·-·- -----------------------------~-------~----- --
·i.' 
,,.,·._.,.:-.. 
. ! 
~, ' __ 
• 
., 
-~. 
. . • 
.• ?·,_-.. 
.. 
t. 
,, 
From ... equations (A-1)- (A--~) 
: ' .• rt, 
. ., 
-
-
c1 
" , .. 
. .. 
clx, 
-
--
-. - .. 
- ... 
··.··r ... 
.•· 
,._'!t . 
~---. ·------; -------------~-: ~,~~ -· 
-;, . 
,· 
... 
I\ 
. ,j 
,., ...... ,~---- .. ~-·-··· .. - .. --~· .. ~-.. -~- _. -----~--- ' ,·?·'"-· .• -,''. __ .. ,..._.__.. '---~ '0. ' . '. ' -: ...... -~--~~--
"' . .,•, 
-------~-...... ··- ----· ·-·- .-..... · --.. :_ .' · .. 
.. 
•• 
! •• _. __ -.,~,,, 
/· 
·' 
, 
. .. '•-ti. 
' 
' 
) ,, 
· l 
( 
• 
,, 
... 
. -
•· 
--·- . ·-----.. ~- - -·- ·"- . 
;.-r·:-,• --- • ... 
l. , . . .. J - .. (L>~ - 't)\t)) Xi.. 
/ . 
• 
.... 
• 
- ,. I. 
-~+- ~,-- -~· .. -·- .• - .. --.. ---'-·-- .. - ........ ,,,."c,·2 
:~ .. 
l 
..• . r~· 
• ! 
{\ ., 
• ' ··1. •. 
l' ., 
.. 
,1 
.. 
,: 
~-
" 
.. 
'···· 
•· 
-.i 
.. ' 
.. 
,,. 
\' . 
.. 
. ' 
,.• ',· 
,.,. 
........ ·!· 
I 
\. 
.. ~.-~---.~.-.-----~ - - ···- -.- .... -
{ . ·., .. 
' - --, -- .. - -·""-=_,.,..,._--c_=------_-c __ -:_~=c...=:'c .. =cc=='c-=---"-~----cc----------- ·-
) 
" 
;...._. 
·'' 
', I 
-.'! 
.:..-,_ ... 
'. ~.· 
' . . 
·"' 
. (. 
' 
y~-~-:-: 
; . 
·, 
r-,,,,., 
J •• ,, 
::-.';"'~·-·-·.·.·,,: .. .._'.":'"":~ -=-1·-... .-........... ,,·~·,:r .. _·;.--:,,-... 
, 
. 
~· 
.  
. , .... 
\: 
·, 
; . 
. ' 
'.__.. __ ~ .... 
. '1" . 
... . 
~~ .. ,,.._ 
·• ',· ''-1~ 
.'•:-
.. 
·-· ! ---------
~··· -· ____ ,. ___ · .. , 
. - \' 
' 
. . 
.. 
..,. 
. . ,. ' ,' ' ' 
.. ·,_ --,.-..- -~---~ .• , __ ' .... - ... w,.,... _ ...... 
/· 
, . 
.. 
.. 
:{' . 
.• .. , . 
·-;,,.··: 
.I 
'.\ 
f 
i 
I_ 
,-
.... /, 
'.; I 
""fr--~.:.:.~ . 
.... ,,--;-\ 
.,., I 
,1' 
- -· - .. ··-· •,----
···-·------· --. -·------"'··" 
• 
-~---- ,. 
Integrat~ng 
... 
' ~·, 
.. 
•'· 
the .. --.~first 
-------------- -·---------·-.--· -----... ----'--~-----'---
~'-" . 
•• -~ --~,,.,-....... ~ •• --.... _....._ ..... __.. ..... _ _...i..,,.., , ... .,.. 
" 
; 
. f 
' J 
! 
1 
I 
i 
1 
i 
j 
1;. 
i 
l 
I 
! 
I 
.• 
<r-'--------,---
.! 
' . 
'.,'.~ 
---~-'-~--'- .. ..:. ---! \ . 
'-'' 
-------+ --·:-
' ' . ,, 
' \'t • 
., 
• 
,, 
, 
' 
• 
stat, we .cp_ave_, 
-,..~~ . 
Likewise, for the 
-
--
·, 
_, "l .. _\ ... ",,. ...... 
< • 
,- ,, ' . 
... 
. , 
. ... ; 
,I 
I' ·, 
{, ... 
;~~-'" 
,,'··. 
\, 
• I I 
. .\.~_. :: \ , 
' ' .. -
37· t 
\ .. ,. ·.. . 
of, equatio;ns 
' ...... 
(A-4) 
,,, 
''y-.... 
-- - -· .: ___ -~ -0 - .~ - . ... · ...... 
----
t .-, . I. 
' 
? ___ • 
so small th#X 
' 
.con-I,,,_ 
_......_ 
• 
'• 
'l 
.._ 
.; t. 
...... 
equation 
.. 
....... 
. -.,. ,•.' . 
. - __ -!_ 
- ----- . . . .. - - ' -
.. , .. 
- ___ , __ _ 
:. ,''I,, 
-, .. 
I 
.._.l:k,,;: . .,,,...-· 
f .· 
-,,.~ii.· 
-.r. 
'\i· ', 
i' -, - . - . ..\.-. ' ---- . . ' . ·- ___ ____::.: __ _:_ 
,\ , 
...,.. r•,.... ,.. 
r .. ,•• 
... "!. 
··h~··········-· 
·'. ~ $ubsti tut.ion- • -in equatio_n~ ( 4,. ·i) \ yields_ 
\ 
-,-i. 
) 
.. 
·----.---:--. -·-. --·---- -
---~ A\ · -·· t'\ 
• 
. -- ---- ··-··--------- ·-··- --·--------
. , 
·,' 
. ' 
.. 
. .. ,, 
•, 
~ ..... 
_-,.:, . 
I. 
,• 
. /
-
- -
-. 
-
... , .... 
- o· 
...,., 
, .. 
-
-. 
___ L, -- - ... 
·----·---- .. . 
:,. 
... ,,, .. ,., 
....... c .. __ ... :.: ... ---~-----~---·'. · - .. ---· ........... - ............ ·-, .. .,:,..· -·---,--, '. - ·_.,______ . ·., , --~ ....... ---7 ·------~-·-·""'--···~--~-.. -· 
--··-··-~·-~- ........ \-·-------····· ·------·--,----·---· ----··--·---~---- '\. - ._ __ -·. -- -- ' .·-:.~~-- .-,L--·-·••••"'' ,_._,,_ •---' '-'. ·--' -- ',•-·~'• ---•--••--•-' .· .------• - -'-:·· -
____ ·. __ ...... _..,.... .... ~.; .-•-----~----· 
. •' 
~' <I'-~- ..... -~ ... :..-· ... ...__.. .-~---~-------..... ~"'f'<'-·, ·--~------... ---·~--.. --~ .. ----...... -.....:.-....~ 
i=---,---· -,;;;,......----, ,-, r, n 
,, 
I 
- ---.... 
! 
. " 
. .... ~-
t 
.. 
-'I. 
····~"-'';· 
------·_ · ... _---,-~~. 
·,} _________ , .---------
.,. 
. 
'---- ·"'---·- .,. __ .....__,...._ ... ·.......... -- -+ -~-- ------.---.. -- ---,f:--.--..,· .-~ .... ~· . ----, 
I 
----- --.~- 7 
-""-·---.--··-·--;- ' --
(' 
/. 
.• ...... 
.... I.,· 
----·-------· .. -:-r. .. , ----- ,-- . . 
' .. 
.. , .. 
~....---w •'" -----·- • 
. -: ' 
°'",' 
-----,--;---
·' ~' 
.... .. , ...... 
.•. 
• 
,•·--- - ----:--~·~----- -, ... ' 
·, 
• . 
__ :.,.:---· .-~~--
L,<•--
•· 
'' ~I 
I 
\ 
' 
• • .. -,~---·•·., ,. ,· ....... '· ..... -,., • •.·, .. ,: •.• ·.·' ~ _,;. • :-'- -~--.:.. .. :--C-:------,:":"'---~-·~-:,:-
, .. ' .· - \---------·--------·--------' . ••• -:. _; ____ ~:-·-···-·-----·· •. , .... _,_ . __ . ·- _.,.. .•• .:.......- ..... ·~-: .. _ .. ..,_._., =-.-.-~- ---···-······-... --.-------·---·------- - ' ,__ ·• ' 
.,, 
'•, 
! 
', 
' 
' 
• 
,..-.,_----...-. •. _.'.,-,~--- <T_, •' ..._.. ...... • ... • .. • ' . -.-'+' < ,. • ..... \ ,0 ''" I -··-- I '--'- '.,-, 1 /• 
.. 
.y 
.r· . ., ... 
r'•, I 
·:r1 
'I 
.. ..... , 
...'' 
" 
' ' 
1., 
I 
,, 
I 
.~-
I,, 
:1 
I' 
i:. 
'--
\ 
\_ 
... 
C ~ 
~ 
; 
}. 
.. 
! 
.~ 1 
t 
•. r 
{. : 
j 
~- J 
• ! ' 
-~. -.:.-.?~2?'~~r 
I· 
. 
·J 
l 
I 
-1 
I 
! 
I ,. 
"' 
, . 1 ·,·· 
__;J 
l. 
1 · •f 
r 
I 
r. 
' 
' .. , 
. I 
. t 
,.. 
·i 
i. 
~-
. ~ : 
I 
i 
I 
-.. ~ ! 
! 
l 
! 
I 
l 
I j 
I 
i 
{ 
i 
1 
i 
I 
' ~ : 
t i: i:~ 
' i ~ 
.l; 
l 
·'' J -~ 
1· 
. !· 
i. I . 
!..< 
i . i~ 
J·_ ! . 
I I: 
I 
I j. 
r 
r 
I-
~ ,~ 
L 
! 
! 
1. ' I . • 
i. 
y' 
l 
I. 
' 
r . : 
1- ~ . 
! 
I 
l·· : i.' 
' I i J 
i ! 
·1 -· 1. 
·1 ·· . ; . 1 ·. 
. ·1 
I i-
i i 
I .. :! (l : . r ! . 
I i 
...... : ! 
I t I -, 
" 
t :-. ...., 
. , 
.•. 
. : 
. 
,_ 
. 
. . ..:: 
. : 
' . -
~:· 
· 1. ! 
.~Ji . · 1-· 
f· 
. ' 
. . ~ :..,.. _ _, 
I ; 
I. ! 
I. I I . 
I t ~. 
l I r 
' . ·1· 
L! 
~ _; ·. '! ;;,- . . j 
- . , I 
I . i 
' ! 
I 
!. 
.. 
-
,.., 
eJ 
~ 
I , . I 
I 
I 
I 
.t .. I . 
-.,- I 
- 1 
' ·. r-
" · I l J. -. ! 
I -l · 
I . ! 
! . ! I ., . 
. . • r 
'·1 '-' . > 
l 1 .I 
• . I 
~ ! . t 
j··._ 1_ L 
. ' 
I i j 
~i 
.-
.l· .. 
... 
~ 
;1 
. i 
' 
.I 
! 
--
• l 
.Q 
·-
·- "'-' 
;. 1 
-. . :,. 
. :l 
- !t - ·t 
,· 
t 
-~ j 
-~ 
- •. f 
: 
"' ,. 
' 
~ .-
\:--
" 
' l 
1 
ii 
t!-. 
l 
~ 
1 
• 
• 
' . ...
l ./ 
' ! ;j . 
,~r~ 1 . 
~. 
i. 
f, 
l 
.f· 
.J. 
. L-~-
• I . , : .-
-.1 - . 
. ' 
l 
{ .. ),, '(\' .,,. 
' i' 
·T 
(. 
.... > 
\ ! 
'\ 
' 
't ',! 
( 
i 
i 
1 
! 
.i 
" 
·.,:. 
I 
_I 
·/ 
<i I 
·' 
.. 
. -
.-
-· 
(·' 
./ 1/-
·-l 
I ;. 
. ' .. 
.. 
.. 
• 
. ., 
:; 
., 
.... _;, ~ 
\·.I • 
f'; 
/ ·;· 
i,; 
,,/ 
---
.. 
---';_•". 
' .; . 
·-
·,. 
. y: 
.. 
·u 
> ; 
:/1. 
{. 
I 
'. 
I_ 
i ! . l ! ! . 1· ·-:-:---,,.. 
.... .-........_:-~ 
-! 
I 
I 
.i 
-i 
! 
. ' 
., 
.I' 
. .. > 
•, 
\ ., 
~-
:_ . .:._ __ --r :~-~ .:.-, ---·~--------~ f· 
r· .... 
. .,,. . 
r 
' , , r 
' J 
I 
f. 
r 
. f 
. I . 
\' 
. '" , 
'I,.•-. 
L 
. 
·~ . . I:: ... ~-~ . 
··r-
u 
·r 
- J~ 
r 
····'" 
;-1 
--r 
.\ 
l 
·I 
-1 
' 
I 
I 
f 
t 
l 
r 
f 
t 
<l 
. I -
'. 
' 
j . 
. ,~ "] 
. ~· -
--·•,, '. -··. ' i 
J/ 
I. 
.r 
--~ 
I. 
r } 
• 1 
·i 
! 
f 
l 
I 
i 
t 
. 
... 
j I ' I, 
" T 
-~~ 
_.;.;. 
~~· '. ; 
... 
,· 
·' 
.. ,i ... -
, . I 
i 
! 
. f. 
·; I l .. 
I 
:· I 
.\ I' 
. ,I I 
~ I 
i 
. i 
·--> 
:--
... 
., 
, 
:ti.,, 
.• 
!:~ 
.~.- ~ .• ·:..t,. ' 
• . . 1 
q 
.~ 
. .. ~ . 
l 
I 
,/ 
I. I: 
. I . 
i 
l· 
I i . 
" 
lt 
•. 
"l 
~" 
I 
·i 
I;..,. 
l 
t· 
·j:' 
l " ' 
(· 
I 
I 
t 
. 
; I 
i' 
:,! . 
1· 
1 
I 
I . 
i 
i 
. ! 
'" 
'• I 
'\ 
l 
I' 
I 
• 
I 
I l~ 
i 
'k 
I, 
. 
.. 
'-
I-
! 
·I 
i 
I ,. 
. . / 
( .-~ 
I 
, . , . I. 
I 
..,. 
.. 
I 
.i 
1 
i 
l 
I 
·I 
._., I 
' 
f, 
' 
" t 
·-
' 
,: 
I 
• 
~ 
. .. 
~ 
.. 
• 
,. 
.. ~ '•<.""'·1""1.-,·,.,_..J.__·,..lt•/•;M"': ,,..-,,-11,~"'i•...--,_~ "11' 
J.' 
- .~.~~ ... - .. ~ 
.. 
.t: 
·o 
' 
-.............. ~ ... ~_ .. 
' 
·t 
., 
-. 
I 
I • 
I . 
I 
I 
-1 
I 
., 
'·· h -
ii .. 
:1 
-:1 \ .. 
.. 
;/ ,. 
:i /I, 
I 
! 
11 
!• 
,, 
... 
!)' 
): 
\: 
J 
,__. 
1· 
'I 
l 
. ; '.·. 
,., . 
i. 
t 
1: 
_\ 
' I 
·:, 
/'' 
,; 
,.? 
. I 
I . ,. 
I 
:! 
!. 
I 
- ,i 
I 
:1 
i 
I 
1-
J· 
4· /· 
. ' 
l 
l 
I 
! 
l 
I 
I 
--;_• "!lo ·- '. ~-- ··li."'1'":'<-~··"".., .• _ .. , .,,..-,1c,· -·,-4,•,r.-.••··_ .. ,~ ,;h,,: 
I' 
{ 
' .i..: 
·' "..i 
._ 
-- --· ........ _,. .... "' 
,::-/. 
[Pr 
It 
JV 
C,..__ 
X 
I\J t"' 
,;.. 
\---,-~~ 
,I 
., 
:·,lj 
) 
~• 
[>, 
·f"+r 
;,.-·. 
-~ 
" 
L 
7 
·~-
,1· 
:? 
,, .. :,,: ... , ··r--""~· .,.. .. .._.. ... __ ._....., ....... _ - .,. __ 
., 
1· ,, 
• ·1 
' ~ 
lo 
..a."'-
~ 
• 
.. 
I. 
. ,1. 
-.... 
\ I J.. 1-·· 
rP 
~ 
' 0 
.... r. ,, 
fu1 
t1 ~ 
. I t' 
I ., 
.- r '._ ,-1-
·_ - . ~ 
·.1 .. ~ 
I i 
. i 
cf' 
~+· ~ I 
I 
w . 
..__,,, 1 • 
~·1· p...· I 
~ 
~ 
:I 
, ' 1, ... 
_; '.,.~. 
~ 
/';,-
I 
·- :l"-
,1;.·~..:-:-:=:;:t~~--~~·7:-:--.J:j,:~~ --
:t, 
I 
i- i 
~- . 
t 
I 
1 
~: 
I l . 
. 1: 
1: 
r 
r 
I· 
l 
f ' 
l 
l. ! . 
L 
~ 
f 
t 
t: 
l 
~ 
i 
I 
I 
If ; 
i 
I· (·-
A I . 
iJ 
~~·---
-:_v 
I 
-0 / . 
,,-r-
£r;, 
V ,; ;" • • I 
. • I 
I ; 
I; ' 'f -1 l ·, ! 
l 
i 
:.: . ; 
:-,C . I 
0 '-fl', frr· ~f:. 
·.~- . I),---
, #.I ;· I -
I 
l. ! . 
I 
I. 
I 
I ; 
[ 
i 
I 
l 
l 
l' 
l 
l 
Al 
ok I 
~,~' 
'::.J--, ' J oK·r i· 
---~ ti I . ~ 
.11· ·1 
i I'\)' 
~ 
lfi 
; I 
0 .• 
.c/T' 
r--,. 
:41 
I 
di 
I 
I 
l 
I 
j 
. i 
-~ 
I 
i l l 
L l ~ _;:-~~ ~ -~"' 
~ -I 
I 
. i 
l l 
: t' 
,l 
. I 
! 
d 
··! 
l . 
L 
N 
01' .,,....... 
'.~ 
! 
I 
,-. 
I 
I 
'I 
I.; 
ti· 
:I· 
. '! . "" 
,• :- . -- . 
., ·t·1'-:: -" 
1
•1 I • '. 
~:, 
I . -
I• 
; I 
'l' 
,..,. .. 
. ;:: . 
: : j! 
•, 
t-· 
-----=---·~.:.--..::---:.:~...:..·-~~-
t-.g 
-11 
0 
a 
'. o-
~ 
11 
·~ 
.~ 
.... 
rt 
. Cl) 
::s 
0 
~-
ch 
CD 
'\, 
l 
. !: 
PJ 
en 
tn 
~ *·' 1 
:·· 
· .. 
. § 
rt 
..... 
O· 
::s 
:m 
.... 
' 
!-
i-···l 
. ~ :_ 
' ·; i' 
-J-':. 
\. 
• 
j 
.... 
~--<· 
• 
... 
y 
:, 
.... 
.. 
~..r 
. 
r 
I 
. 
1, 
• j( 
'!i 
i t 
w 
(X) 
.. 
~~-
"'-'I' 
.. 
:: 
_ .. 
-";..' 
_, J 
/ 
-· 
.; 
'-~ 
' . ; 
. ,. 
-· 
;·'--!.._ 
.• 
/ 
,, 
1 
rl 
.i 
'h· 
.... 
I 
'- . 
"Jo 
.-. 
r 
I f_:_. _:. '---~-·- -.. ,. r' -....:.-
. '
-1 
.,_,....:..:__ <.:___:~.c~-L' ~--"'"''""'!·st .... ; ... ,:"""""'~,-··....._- -'--"<ii~~---·-~-'- ...... _. -
I 
: ... , 
\. 
i 
f.. 
{ 
' [ 
I 
l 
I 
I 
! 
{ 
li 
';i 
' ,:·. 
1. 
... 
.. 
r· 
- ... , ... ~ ... 
--···- •,. ..... 
• 
,. 
- ----· . -~ 
-
! 
,· 
•, 
\, 
0 
.... 
· l 
' 
i 
,, 
\0 
................. , .. , ... -, . 
-~- (o 
a 
.,, 
. I 
, . 
., 
\ 
. --
h- l 
-
-- 2.S 0-.. 
'. 
.h.: 
a.. 
,. 
----' 
-a 
.., 
S*= 'T( Sc.\-
-
2.o...R,-R,r 
t•. ,,[ 
So< Sc-c-
• 
.r 
\ .\ .. 
... ··- - -··tt-··-----
' , '
' /•
J 
,. ·----------·-------- . -----------
. "' 
.. 
~,;t: 
~ 
-
-
-Pc.\"" 
' --~~ 
·\ cx,-°'2~ 
--f\2. 
·-pCt-' 
\ 
I 
' -1, 
Spectral Densi~y versus Mode Shape 
Figure 
,,.r 
.,,1. •. ,. ,.,., ........ <0,---· 
,.' 
. ! • -· ··~· 
,-39--
.. , 
'I 
•I 
I 
,. 
1·,. 
.· . . . - . - ·----·--·-------·---· ---··--------. ·: 
............. ,, ______ ,"! .. ;.,o<.,,,. -··-··--"··- ' .. 
\g ~ ··········· . ~ 
" 
-f'· 
:, 
--------·--·-- --··--- ·-------- ,...: ____ ·----·' ··-----~.:.. 
- --------------•- -- . 
~:. 
~ 
·~-
_;. 
I 
\ 
• 
( 
. 
--r.-' \\ t-
~-
·-. 
• I 
... ,. 
•' . 
' 
' 
' 
' 
' 
f 
"f 
£ 
) 
t 
. \ 
.·~ 
' 'i 
,. ....... ' 
.ll 
~ • + ! 
,.,,,, ,. 
. i I, I , f 1 
.-,. 
..... l ' ....,. 
. ' 
. • <.,;---, ~ 
. . ·' 
. . ' 
. 
', -~-·----" . --....._ 
. :J • . . · i . . I "•, .. \ · • ' ' I , · 
. ·1,~'I·· • .,~ ~'-·r · ... ___ ,: __ . -'-------,.· .. :. ··1-_·_-_ ,_. ·: .~ ..•.. -.· ~-... J:, 
. ;1: ·. . . . ' . 
r ,·. · •. ··. ,.'' .. :._. -,( i~ .. _·, .. .. · ·•-•-,.';. ·,·. ·: . . 
r ' . • ,... ••- ,, • , , ' • ~ 
.,.... . . ·:· • .. . , ""-·;.~ .... :·..-d·, ·• L ·. · . -• , , 
. V . - . • ., ., . , ~ • . f' - . \1: I , . 
. . 
'q. 
.. 
. ' 
;i .·~· ,~·~··· '. 
.~· l ' I) .,,... ,, ... ., • 
. '. j . ' -., . • •• 
ii I . , • , • 
' ' 
. . 
. ' . ~-{ . ii." 
1' " j 
I , 
. ' .. 
... -i..... 
•,· 
-V'III • 
. . 
BIBLIOGRAPHY . 
........ . ···-· ' 
... 
,_, . . : ' ~ .. .,:~. ·"· 
' ................. oc., ..... ·. 
' 
..,. ' 
... , ' , 
''I·· 
,. ,,"d;,,~1 • p 
. .. 
. . . . .. 
I·--, ... · ... •, ,· ~. r-. 
~• 4lt, ,·* • \ 
,_ ,.,. 
. ',1... • 
: ' ' 
I l ," ·,.-.., ,:\ ; ••, 'II""~ I ,,~: •I • >, l 
• 
. 
. . . 
., 
.. . ' 
. . ·~ 7· ' • ' ·• ' 
·~ .... i1-:~-. --,- ··- ,; ' • ,) 
. . ' 
. . ' . .'' ·, . ; 
' . ., 
• I 
• 
I . 
: ,' ' • 4,,.\,,, .. ; ~ ~-.:,·,:'I ' • ' 
' ' ,· 
. -' '!.,,. ···--- --...... . '·•'' ,- -- ' :, ,· r . n; 
;> .... ·• 
-- ~ .. - · -· ·· ·,: Aria~g;t\):am, s· •. T ~ : _"Dyriamic Stability of a· Column .Under. 
. ~- . 
·. • :,. , I• 
, • 
• I • • 1 
_. Random Loading, __ l' ___ D2namic Stability of' Structures, _____ ;-::_·.:-~- -----·-. ':'... . . 
- . - . ____ ;:' .... ·-- ~ -·- ' •.. ' -, ...... ~. --
·_ Proceedings of International Conference New __ -·---
_ __..~;-.---------~: ---------=---~_-_-__ -____ ---,~---··-·-.. :,_• __ 'jorki, -New-: Y6~:it"k.;,,_ .... ,~ .. J\~rgaµ10~ )? r(?.S s I 196 7_. ·--· ·-···· - --··- ---·-····----·--
!. .. .. 
... _,.._ -• _,-,---·----,·-----
. - ~,, 
.... -· --·~,~ ....... 
.. 
---·-------·-----,~-
-B,olqt:in_,· ·,v~ ·v. f)yn.amic- ·stability·of Elc\stic .systems, . 
• --·-· • ...'....7;-..: •• ____.,,,_ ·• 
· · , : . · translation by\V-. I• Weing¥ten et al. s.~n 
___ ... _ -.--: +--~- .-- __ _________ _ Francisc_o, California: Hoiden-Day, Inc., 1964. 
i 
r . 
.. ' 
. __ · ..:·, '"!- --~-
. '-ao,, • . i 
1 
1 
' 
,. 
·, 
I 
·• 
' J 
'-; 
1 ~ ••• • . 
. t 
·J 
! 
' . 
• I 
~--- ., ; -Caughey, T_. K.' and Dienes I. J~,~ --K. "The' Behavi·or of 
· Linear System~ with Random. Parametric Excitation,·'" 
Journ~! of Mathematics and Physics,- vol. 41· (i962), 
.. 
Gray, A. 
., 
pp· •.. 300~318. . --
H., Jr. 
. . 
"Behavior of Linear Syste·ms with Random 
Excitation, 11 The Journal of the 
., 
'' 
' 
. , 
. . -~ 
- -
. ' . 
- ' - . 
••' ' • i·' ... I 
; ...... 
' 
' . I -~ ~I• t 
~ 
. 1 
' \ 
I : 
;,. 
' .. ; 
. 
' 
. ~ ' , . 
' ,·. 
-- . .. I 
,:. 
, 
;: 
... 
( 
' 
- \ •• C~---
' ..
Parametric 
Acousti-cal 
No. 2, pp. 
Society of America, -vol. 3 7 Cl 965) , -- -- · .. -~--- "·· ·.- -
i . 
' ' 
. - - -· 
I 
I 
,/ 
235-239. 
. ,· .• 
,,. 
' . 
. 'f 
., .. 
. . 
' t• 
,, 
,_ 
~; 
I 
! 
-- - - ' 
•: 
j,• 
t I • 
·~ · ,Kozin·, F. tOn Almost Stire· Stabil·ity of Linear Systems 
with· Ran'10ll\c_Coefficients·~- .. Journal of Mathematics -,- ( ':' . ' . -- -- ---· -·----· .. -·------·- ---,- .. ,, 
•, 
•, 
! 
I 
. - : 
. . 
. . 
' . ,, 
·, 
, \, .• ! • :. r .......... 
I • , • • • ~~ :_I • ' 
\ . 
\ 
. I . . 
.. 
I 
. ' 
,i 
' •' i - ..... 
; . >-
': . 
.. ~ 
.. 
; •' 
-, ' . .., 
. ' . 
. ,. 
. I ~ 
. . 
, . .'; 
. 
t • ' ..... C, 
.! . ·, ,. ...-
.. 
-
.. 
-
.. ~ 
· ·and ~Physics, vol~ 42· (1963.), pp .• 59-·6~ ··-
. ' 
, 
Kraus, H. Thin Elastic Shells. New York_, New· ·York:" '--
John Wiley and Sons, Inc .. , 196 7 .. ~ 
. ,,_ r 
., 
Lin, Y. K. 
.; .- . 
. .. 
. -
-- . -- ' ·- - - .... - - - -
l ; 
•' . . 
., 
. 
. 
'.• 
Probabilistic Theory of .Structural -Dynamics., .. , __ 
4 
. ' York, New York: McGraw.:..Hill,·· Inc·., 1967 • 
. ~ ·-
_..,.. New > 
Papo·u~i~~, ·A. Pro'.babi·l;_ity, ·Random'variables, and 
·stochast·ic Proc·esses. New York, New York: 
' 
. ' 
l 
~/. ' ,, ..... . 
-- •.... - ; ... -• 
-'. 'II • . .. ; 
• 1 
i . . ·----·~-4 : ____ ----.:-~.-~-- ........ + ,...,, ....... ____ -. ---~~-~'-"" -
. ', ~' ' . 
· McGraw-Hill, Inc., 1965. -:-. : . . . . . .. 
, -
t· 
. : ..rl ·• ·. . . : ::.: ; . . ,, 
\ ;, : ' . -· ~ . ,· 
.·· 
-· ~ .... ·._- .-. Reissner, E. 11 A New De_ri·vation · _of the-~. Equations for the . •. . 
' I ·~• • 
:~:: .... '. · · -. --· · .. ·'=, .. ·,,Deformation of Elastic .... Shells," American Journal· ---
. '1:.. ' ·: . ..... ~ • 
' • 4 
.-. ·--:~~--· . .--,· ·---- .. of Mathem~tics, vol. 63 (1941), pp. 177-184. 
.-~ .. • ... _ 
.... _ .. 
_--·--·-.-. T. --
. ' \ . ,;· f, .• • •. ,If, .. ) 
. . . • 
. ,.. 
, 
....... )· 
. ·. __ ·( ''·'' ~-:··~·-, . :-Vl·asoy I ,.V.' z ... General. Theory of Shells and it's, Appli~ .. -~-._ - ~. f . : 
.... ·.·.. . . t· .. E . ·. J h·. - .. - ··.· . 
· _:-· --~· ·. --~· '.: -· ~<~-<:_:::..-=;:::;.. __ ._:_~-,~~ .'""'-:--.. -~ ~-a a 3:-on s _ in-- _ ng 1ne er 1ng_,_ --~ASA --~ ec n ical. --!].'ran-s-l-a-t-1-on-.:~~ -·---~-"--~~-.c .• -~~-:.-. -:- : 
•. _, .... '.-~~-: .• -1H, '.!' N64..:19883, 1949.· 
-r,~--- •, ... , ·: 
• I f4')..-., "v, • 
•\ '), ., . ,:l,.:.:Y~,;.~,:.,. . '. 
' . 
j· • . ·! . ' . • : ; .. , ' . ~ 
. . 
• i ~. . : .. • i I ·-
·, 
' ' ,-. -• ... ' .. · 
; -'. 
. . . 
'· ~~ .. ' t ...•• •· :·, ,J ,· -· 
• ' ' ' • 
.·,·.... '.. • • , ~~ -,,'.,', ..•• ·,··. <'14, ' •· .,_.,-.. _ .... ,6,' ••• 
' •. .. I • • ' .. ~, ,·. ..... • ' • ' • • • ' i. '~ : : ' \ ' . .· .. · .... ·L·,. - ' ----·····-··-·..:!...:.... ____ .··---···---- ·--·-· ;_.,_' ....•.. · __ ·_ ------..... · ~~ ... ··,· ..... -.'·...:_·_·,·.·- .-··~.,--··-.. - ---_-~·-·.-·~··-·. ~--- --: .. --.:.-·,-•. ·-·.'.:.... ........ :.~~~-,-. ,. _:__~-~-.. _:r·--~.--··" __ · .... ~ .. ·.·:"''.. _:_::, .. :._·-'"'·,--: ... ~~-.-··· _,:.....· .... -·-.· ~--. -.. · '.'", ·:;·r_ .... , .. ... ~----·--··• ---~•- --,-~•--•;~I--, .. ,_..;.,,.:__..~:·~~ ..... ,~,_..,...-~--:¥- ...... -.'-.. ~- -~.!.::~ .... _:;__~.:,.( ... _.~:... .. _,,..f-.:.;.~-· -:-------:~--·-: -~~~.-:----f.-;~·~-·--~ ·_ .. ' ~,~;--- ·7 ' . -~---- - --. __, - - - -· -. - -- - --:·~- .-.,,. -,---... --· .. , ,- . ' -
' ' .,· 
.· '' .' • .· •. '" '. .'J . ' : .. ' ' -,~·~'".::. ::;':.,·... . . . . 
,, .. _. ' ' ,. 
1. ' ' '. 
·~ 1- T .. : • 
... .... 
. \ ... , 
I 
., . 
' 'j.'.. • . 
' . 
. -- :i, ' • : .. ·-·~«~.--.·!'\ .. ~ ........ : '\·:·~ 
:: 
' ··-··-· -"'-· ........ --."--. ·-·•·" - - ~ ''., -' '.fi;,: ..... ,,, '' 
- ' ' ; ., 
i . 
. ..... 
- - •.• 't;·· - ._ ·~ ----- -· ' - - --.;r--
1.·.1·.·.· 
'. 
\:,; 
l ) 
I 
~ 
f 
1 I 
l 
f 
\ 
i I t 
.l\ -.· \ 
~.,,,, .. _,,,. 
.·~ 
'. 
,\ • ' ... J l '··' 
i, ' ' j 
1 
.. 
! 
. 
• 
'~ 
I, 
•• J 
,• 
, .. 
,-
.. 
.· '/' 
.?', ii 
\ ... 
\ 
... 
. • L 
.. J 
. , 
"'[·"·" ... -~ :• '/' 
.;·7' 
_ ... 
,r~-
,,., 
I an·d Kalmins, A. "On N~nsymmet:i;;l.g· , ..... , J. P. Wi'lkinson, 
. 
., 
• i, : 
·, 
' 
' 
-' 
~., ,· !· 
. ~ . . . . - - .. 
.. 
Pronlems of Dynamic 
Journal-~--of Applied 
525· .... -532 pp.· 
\o,.),. • 
Elastic Spherical Shells, ti 
Mechanics, vo.l .. 32 (196,5) I 
'·, 
,,,.,., 
. I 
• I 
41 
,. '·" .~ ..... 
........ 
. '
·.* 
: 
;,,-\) ,: 
... 
,l 
...... 
.. 
-
·-
'• 
' . i. i ' r .· 
' t' 
... --=-=~~=--=~:::.:.-_--:--==--.\.---_---·-_--.. --W-·  ¥J..ie-.,-~ .. C-.~-- R .• ,- J.r .• .Adv.anced ... Engineer.ing ..... -Ma.thematic.s-·----·=·--·--------- ·~-----·--·------% ,.,,..,.~•r,,.---····l_ . ._ 
.i 
\ ) 
-.... 
.; 
\ 
.;,.·. -
ed. 3 r C,. 
196'6. 
New York, New York: McGraw-Hill, Inc. ,, 
·• 
' 
.,. 
.. 
• 
" 
-·-·-.. 
. ,. 
.. .. . t__ 
... 
·.•. 
I 
..... 
. ·~· 
./ 
•. 
.f 
··.·:--.:., 
-• 
_ _..._ -------- -------· ------~------ ----------·------
/ 
· 1 ·.. 
' 
' 
__ J 
. ' 
,. 4~· 
. _:-.:.._·:,.._ - '... 
,. 
. 
.. '." 
~- ·-··· , ... , .... 
'S 
.:.:,. 
.. 
., 
... 
,. 
·=~· 
"" 
.... :.. , ....... ·~ 
,• 
< ' 
. ~ ;~ . 'l 
.• 
'
·--
•.-
r---: .. ··· 
} ___ _ 
. .:; _______________ .. _______ - -· -,-·- ' •.. -- .. -.- --- . _·' .:.'.;. 
I ,,.,, ... , 
, I 
( '. i: 
• i. 
.. .•. : 
l .. , 
).'• 
"•, 
._;..,_;. 
..fc' 
~--· 
' 
. .• ', 
·-
,N, 
... ,;. 
,. 
- ~ -
I.;. 
.. 
• \ 
.. ·.-
.. , 
-.. -, =~~-~-: ·- -.. ~_-:_~. o';;,_·~- . 1, .·:. ----·--·-'. ----- --- -
. - - .... ' 
.. 
. . ......_ 
:·,-;J 
' ·/ 
"'· 
'' 
........ • 111_ 
·• 
...... 
.... 
• 
"'"'! 
--... -· 
\ 
"( 
' .. 
.......... 
.... 
I 
.. 
' - ' . 
I - ·,I - • ~'Q/1;,,rrr , , • , -, ' '• '. - . 
·-- ," 
·1,~:-·· 
,-..--'!. 
\I 
' :· . .. ~..:..:~··· . ..,( .· 
.. 11..,... .... ,..i,•-""'"""""'•"' . . . ·}, 
?":""' ·.:', -. ·;-· 
..... :.\., 
., I 
~· 
V 
~: 
·' 
.,· . 
' .. 
,: 
: l 
.. 
·-.;, 
' , . 
-.-; 
.. 
.~· 
.. , 
........ i 
.. 
;- .. 
., ~, 
i ., .. , 
·, 
.~ .. , 
.: 
,', 
';-.,• 
;._ 
.7:.. 
~. 
I ' 
... ..... , .. , 
I. 
r 
..:'.--
.. 
•: ... 
,---· 
~ ~ ' ,· 
. - ' - .- .. -· - . -- - ... - -·- . - . _'_ - . -
•7 •• 
., 
I 
·. -~.\. 
' .' . 
"··" 
·; 
., 
,I 
., ... ,,. .................... ,,,~o-0'",.,.,""' ___ • 0 +. ,,'• '·:,~ .. ··, • .. '. •• ,· ' ... _.~~-· .... ·_,.',,'~·- .. , C • -~~ ... ~\~ :. ,---"-----·----.,,.._, ... -..,.. ..... ·~,-· -·-------· ---·--· ··--~--·---·---'--,,. ---,.-----~--------
• 0 j - . . .. ·----------''"-' ·-1· .. ·-----· 
'., 
·-. - ' 
.•. \, -----:"' ~ . 
. . 
c·. 
---;,;--· 
-' 
,. -. 
I 
-~· 
- ---·--:--·-- # • .,.:..-------~ ... ·--•~:.~_--·---·-_;·~~ ...... -----..... -#.!~--,···-·--·-..;___ ... ~~-~~~-_..~:~~ ... ~.-:: .. _. ..... ~-··----~.•·---~-!..~---: ... __..--·.;..~~a..;_,__, __ : _~_ .. -..:...:--11--~~~~ ... ~ .... ----·-.. :~-:-~--i-. -· ----:r-'~--.. ;,~ ... --_ ........ .....---."7~·~~-------~r.~ ..... --, -~-~~:L_.:..~-·~. ----·+:_......._ ........ ----"""'----
'·· ., .. ,•" 
.. , . '' 
'· 
.... 
'· ·- .·-- . ' 
,, 
'.,, 
·:· 0·-'- --- -~-,, 0 •I ......... - ••• '"•H•·· 0 
' •,•-..,' ,'. F ~ • •'>r•• ---•·•·" • , •. •·----··• ••••••• 
. I 
·~ \1. 
I 
I 
. 
• 1: 
I, 
' ' 
;l 
' 
. 'I 
'' 
- ) 
\ 
' 
\ 
'-i.,. 
i, 
.r·.-."-r ' 
--r 
- ---.I.-....!,-;-----
- ........ . 
......... 
. ' 
J 
·' 
I 
\ 
'" 'I•, 
/ ·I I .......... ---·,: .................. : ................. .,~·'' 
.' -.~ \. 
.... "'·! 
.... 
---·-- - ~---- -
L ' 
'Phil.ip 
, .. ·, 
• 
·Edward 
~·,.:.I 
'"''··; J .......... , 
' 
·-...;:. r ~ . r-
''\' 
'· 
I 
I 
.... I 
V·ITA· 
Kozak, 
Amelia Parry Kozak, was born 
........ , 
~ .. 
·, 
., 
I, 
·, . 
:~ 
. ' 
.. ,\ I -:r 
.··· ,-~ 
·, 
':~ • ;,1(. ':..'w1 
--····-·-·· ---1-
son of .Philip· F. Kozak and 
·Penn·syl vania, 
'-
.. in Sc;ranton, 
-~ . : 
I""'"' 
.. 
.•· 
•,,, 
I' 
'I 
' ,· 
,,-,;, 
.. 
.... ·--r 
~ .. 
... 
,. 
. -' 
·~·---~----·---------
··..----------
- . -· - ·- ··- ----~---·- __ _.,::::,-,:::;:;-;;;_-=,:.:.,.._==,:;;.:;:,:. =;:::::;:;::q;:;-,:.: ··===-=·==-=-:::~==:;:,_::.--·--~:-;. 
·-----·-------..,,·---·--"·--·----- .---,-----·----··--· 
-• :1. 
,. 
i. 
---·.-
•,.,; ..... ~., .. ~ .. 
•; ._~ .. ·-
- . 
- ----- "·-. ---- - ---- --- - --: 
+ 
.. 
.  ' 
; 
' / 
l 
' < 
.. 
. 
. • 
: ,. 
---.----
., 
_ ... 
........ 
T 
............. 
., 
- -----·-- ·. ·-- .. ·. 
• 
·• 
·- .' 
'_. 
on January 6, 1946. att·ended secondary schools· He 
' 
... 4 
Scranton and entered the .. Pennsylyania Sti~e ·Univers~t~ 
• in t-he B. s degree • in-received 1963 Sept~mber and 
Engi.nee_ring • in Mechanics He. entered 
~ 
1967 Lehigh June • 
,. 
University as a National Defense Education Act Fellow 
and Teaching Assistant I in the fall of 
He 
society. 
-·~. 
,. 
.. 
·; 
.. 
..... 
• 
...... 
• is 
·\ 
--~· 
'\' 
an 
:,,.,-
n 
associate member 
• 
• 
. .. 
of 
.... ;- ;..~ . 
:-.- ·' --~ 
•• 
.·, 
...., .. 
... 
.. 
/' 
.,. 
.. _ 
'-
..._. - E 
'l 
1967 • 
the ASME 
. . 
.. 
., 
.. 
...-;- -
:..-
'<I' J 
techni"cal 
,-.-~ 
• 
.••'.. 
..... ·._-:!,··· 
... . : 
.. 
-• 
., 
>· 
.... 
------ -----· -
.. 
~-
·., 
i 
..._. 
,_ 
'" 
.; 
. . 
, .. ; 
.J 
·\ 
' 
--r 
J., 
t 
f 
,. 
-;. 
; ;: 
r } 
i:-
., 
_-___ -·.-· ' ... ~ ........ ' :.,;=::,... ·-.. ...: ·-· ''.'" ~-~-'- :·---·::==.--~- --··..::--;--:;:'..~_ .. ,, •• ;<,,·-~- .. ·- ...... " ---·-·r -- - - • - - --------
j. /" 
'· 
----·--~-· .. 
r' 
. "
., 
..:.. t .. 
'1 •" 
\' . 
,.--" 
L 
.. 
._ .. 
.. 
~;., .. 
; I 
,-
\. 
'1. 
.. 
., . 
,,.. 
.,c·. 
. r 
.. 
I' 
.. 
•, "".' 
. 7"; l '. -- _...., ___ • 
'i 
',, 
·~-~.3~·. 
·Ii''•' 
'\·.·· 
.,.. . 
'' 
·.·Ill<. 
r 
-- .. -·::...~'..:'. .•. , ;· --·~ .. ::.;-~ ,: ', ... : .... '.!.:. ;~;.,~--:-: .. ,,-·-::.':c_ .. ,:.~~<,-:;~~i ... :-=~·-·· ..... ~.:...:. .. ;.,, .. -_ -.. -...'.:2.'.cs,.~_:_:7_,,, • .i..-:;:._~·--:-~=---;~·'.'....'. .. _,~.;._~,--~· · ·· .·c.c.' f 
';• 
t, 
·-· •, 
~l ' -
